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Obveznosti

Potek predmeta:
» Predavanja: 3 ure na teden.

> Vaje: 2 uri na teden.

Ocena:
» 3 domace naloge.
> Pisni izpit.
» Ustni izpit.

Programska oprema:
» Matlab: Licenca dostopna za Studente UL.

» Octave: Prosto dostopna alternativa Matlaba.
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Vloga numericne matematike

Poenostavitev
[Realni problem| Idealizirani problem|
Razlaga I lPosploéitev
Resitev
Ugotovitve IMatematiéni model

Sim‘Lm /Program

[Radunalnigki model

Numeri¢na matematika ima klju¢no vlogo pri pretvorbi
matemati¢nega modela v raunalniSkega, reSevanju tega
modela in razlagi reSitev s staliS¢a napak.
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Vsebina predmeta

1. Racunanje in vloga napak pri numericni matematiki

2. ReSevanje sistemov linearnih enacb

> Gausova eliminacija in LU razcep - cena in problemi
> Pivotiranje
> [terativne metode - Jacobijeva in Gauss-Seidlova iteracija

3. ReSevanje (sistemov) nelinearnih enacb in optimizacija

> Tangentna oz. Newtonova metoda
> Metoda fiksne toCke
> Newtonova optimizacijska metoda

4. Aproksimacija in interpolacija
> Lagrangeov in Newtonov interpolacijski polinom
> Aproksimacija po metodi najmanjsih kvadratov
> QR razcep za predolocene sisteme
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5. Numeri¢no odvajanje in integriranje
> Trapezna metoda
> Simpsonova metoda
> Rombergova metoda
6. Numeri¢no reSevanje diferencialnih enacb

> Eulerjeva metoda
> Runge-Kutta metode
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vV v vyYyy

Prvo poglavije:

Uvod v numericno
racunanje

Numeri¢no racunanje

Predstavljiva Stevila

Zaokrozitvene napake
Katastrofalno seStevanje/odstevanije
Primeri (ne)stabilnega racunanja
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Numeri¢no in simbolno racunanje
Numeri¢no raCunanje:
» Takoj v formulo vstavljamo

» Pridemo do numeri¢nega rezultata -

Simbolno racunanje:
» simboli predstavljajo Stevila
> izraz preoblikujemo s simbolnim raCuanjem do novega
simbolnega izraza - analiticna resitev

Primer
» Numeri¢no:

(17.36)2 — 1

=16.36; 0. . ..(7), 3.14159 .. . (7
17361 1 16.36; 0.25, 0.33333...(7), 3 59...(7)

» Simbolno:

, 71, tan 83

x
_|_
—
I
w| =
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Numeri¢no in simbolno racunanje

Primer

1+ >> x=rand; (x"°2-1)/(x+1)-(x-1)
2
3 ans=1.387778780781446e-17

Analitiéno bi rezultat moral biti 0, vendar zaradi numeri¢nih
napak dobimo majhno napako.
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Kaj zanima numericno matematiko?
Metoda. . . matemati¢na konstrukcija, s katero reSujemo problem
Algoritem. . . koraki metode

Implementacija. . . zapis algoritma v izbranem jeziku

Kaj pomeni ‘biti numeri¢no dober’?

majhna sprememba podatkov =- majhna napaka rezultata

> Ali je problem obcutljiv?
> Ali je metoda ‘dobra’?

» Ali je algoritem robusten - deluje na Sirokem spektru
problemov?

> Ali je implementacija hitra - Casovna in prostorska
zahtevnost?
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Obcutljivih problemov NM ne more resiti

Problem je obcutljiv, e se ob majhni spremembi zaetnih
podatkov to¢en rezultat zelo spremeni.

Obcutljivost je odvisna le od narave problema in ne od izbrane
numeri¢ne metode.

Primer (presecis¢a premic)
Sistem in njegova perturbacija

xX+y=2 — x+y=19999
x—y=0 — x—y=0.0002

ima reditvix =y =1 0z. x = 1.00005 in y = 0.99985. Problem
je neobCutljiv, saj je slo za spremembo za isti velikostni razred.
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Sistem in njegova perturbacija

x+099y =199 — x+0.99y =1.9899
0.99x +0.98y =197 — 0.99x +0.98y = 1.9701

ima reSitvix =y =10z. x =297 in y = —0.99. Problem je
obcutljiv, saj je majhna sprememba zacetnih podatkov
povzrocila veliko spremembo rezultata.
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Na ¢em temeljijo numeriChe metode?

» Matrike nadomestimo z enostavnejSimi (upostevamo samo
diagonalni ali zgornjetrikotni del).

> Nelinearne probleme nadomestimo z linearnimi (linearna
aproksimacija v tocki).

» Neskoncne procese nadomestimo s konénimi (uporabimo
Taylorjev polinom) .

» NeskoncCno razsezne prostore nadomestimo s kon¢no
razseznimi (funkcije nadomestimo s polinomi).

» Diferencialne enaCbe nadomestimo z algebrai¢nimi
(znebimo se vseh parcialnih odvodov iz enacb).
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Zakaj sploh potrebujemo numericho matematiko?
Znanost, ki temelji na matemati¢nih izracunih, je neposredno
odvisna od NM.

Nekatere katastrofe so se zgodile zaradi slabega numeriCnega
rac“:unanja (http://www-users.math.umn.edu/~arnold//disasters/).

» NesrecCa Misije Patriot, Zalivska vojna 1991, Savdska
Arabija, 28 zrtev: slaba analiza zaokroZitvenih napak.

Cas zadetka iraske rakete, usmerjene na Savdsko Arabijo, je bil
raCunan na vsako desetino sekunde v 24-bitnem sistemu. Ker velja

1% — 274 +275 +278 +279 +2712 +2713 Jr2716 +2717 +2720 +2721+
42724 127 p o8
zanemarimo
je vsako desetinko sekunde napaka 9.5 - 108 s. Po 100 urah raunanja
je bila napaka 9.5- 1078 s-100-60-60 - 10 = 0.34 s. Ker je hitrost
rakete 1.676 m/s, je bila pozicija rakete za ve¢ kot 500 m napacno

predvidena in je ta usla radarjem.
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http://www-users.math.umn.edu/~arnold//disasters/

» Eksplozija rakete Ariana 5, Francoska Gvajana, 1996:
posledica prekoracitve obsega Stevil.
https://www.youtube.com/watch?v=PK_yguLapgA
https://www.youtube.com/watch?v=W3YJeoYgozw

Ob prenovi rakete so ‘pozabili’ nadgraditi uporabljen Stevilski sistem, ki
je horizontalno hitrost meril v 16-bitnem sistemu (1 bit porabimo za
predznak). Najvecja hitrost v tem sistemu je

215 1
2042t 4 g2l -7 —32767.
Ker je prenovljena raketa po 37 sekundah presegla to hitrost, je priSlo

do zaustavitve motorjev...

» Potop naftne plos¢adi Sleipner A, Stavanger, Norveska,
1991, miljarda dolarjev Skode: nenatanéna obdelava
obremenitev pri reSevanju PDE-jev.
https://www.youtube.com/watch?v=eGdiPs4THW8
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Ponovitev predstavljivih Stevil

Stevila shranjujemo v obliki

X = £0.d1d2ds ... O x °,]

kjer je
> (3 naravno Stevilo (v ragunalnistvu g = 2),
> dido0s ... dy mantisa, e eksponent.

Primer (baza 10)
> 1000.12345 zapisemo kot +(0.100012345)1o x 10%.
> 0.000812345 zapisemo kot +(0.812345)1¢ x 103,
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Prekoracitev in podkoracCitev

Floating Point Number Line

i— denormal —l

under- under-
flow flow
overflow usable range usable range overflow
= -—
' ' 4
1 T I 1 \ 1
_10+308 —10-308 0 10-308 N\ 10+308
—realmax —realmin realmin \\\\\4 ~realmax
= // ~
/ N
c’ \
i |
\ /
\\zoom—in ViPW/

> izraCuni preblizu 0 lahko povzrocijo podkoracitev
» preveliki izracuni lahko povzrocijo prekoracitev

» prekoracitev je v sploSnem hujsi problem
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Razlicne natancnosti

» |IEEE Enojna natancnost: Stevila so predstavljena z 32 biti.

» |IEEE Dvojna natancnost: Stevila so predstavljena z 64 biti.

» Multiprecision Computing Toolbox for MATLAB: Omogoca
racunanije v visjih natancnostih. Dostopno na naslovu
https://www.advanpix.com/

sign bit (8 bits) {23 bits)
exponent mantissa
[ofofs 1 1] fs]o]o]of fo]o]ofofofo]o]ofofo]o]o IquIquIquIquIuI ~0.15625
31 30 23 22 {bit index)
T e el
|||||||||||| |||||||||||||||||||||||||||||||||\||||||||||||||||||
n B2 52 51 (bit index)

exponent

sign (15bit)

fraction
(112bit)
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o

o
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https://www.advanpix.com/

Kaj so zaokrozitvene napake?
» Vecine realnih Stevil ne moremo predstaviti v strojni
aritmetiki = zaokrozujemo in delamo zaokrozitvene
napake.

» |EEE standard. .. zaokrozi x do najblizjega predstavljivega
Stevila fl(x). Naj bosta

X < x < X4

T

fl(x) = x_, Ceje x blizje x_,
| x4, Ceje xblizje x..

» Kako velika je napaka? Recimo, da je x blizje x_:
X = (0.1b2bs3 ... bmbmi1)2 x 2°,
X_ = (0.1bobs ... bm)o x 2°,
Xy = ((0.1bobs ... bm)2 +27™) x 26,
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fi(x) =x(14+9), [0 <2 ™

Absolutna napaka:

X4 — X — zefm—1

X —X_ < 5

Relativna napaka:

X — X oe—m—1
-« o
X 1/2 x 2¢ \\Uf’

Torej je
X_=X_—X+x>=—-ux+x=x(1—-u).
Podobno
X < x(1+u).
Sledi

i) =x(1+5)]  Kerjels| < u.
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Kako raCunamo s predstavljivimi Stevili?
Za predstavljivi Stevili x, y in katerokoli od osnovnih operacij
® € {+, —, -, :} Stevilo x ® y ni nujno predstavljivo. Po zgornjem
pa velja

fixoy)=xoy)(1+5)] Kerjels| <u.

Sestevanje numeri¢no ni asociativna operacija, {j.

\(a+b)+c¢a+(b+c)\:

Primer

1 >> a=rand;b=rand;c=rand; ((a+b)+c)-(a+(b+c))
2
3 ans=-2.220446049250313e-16
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Sestevamo od manjsih k vecjim Stevilom

(a+b)+c = fl(fla+b)+c)=fl((a+b)(1+81)+cC)
[(@a+b)(1+81)+cl(1+82)

= [@a+b+c)+(a+b)s)l(1+82)
a+b
a+b+c

= (a+b+c){1+ 51(1+52)+52:|

Podobno

b+c
a+b+c

a+w+cﬁ4a+b+cﬁ1+ %U+®U+&}

Ce pozabimo na ¢lena §18 in 5364 (Zakaj to lahko naredimo?), dobimo

. a+b
(a+b)+c=(a+b+c)(1+e3) Kerje 63%a+b+cé1+52'
a+(b+c)=(a+b+c)(1+es) Kerje e ~_bte o3+
= 4 jer) ¥ T brce 4.

Sklep: Ko seStevamo Stevila, je za ¢im manjSo napako najbolje
zaceti z najmanjSim in pristevati vecje.
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Napake pri numericnem racunanju

» Neodstranljiva napaka D, ... nenatanéni zaetni podatki.
> Napaka metode Dy, ... npr. neskonéni proces aproksimiramo s konénim.

> racunanje s priblizki in zaokrozevanje.

Celotna napaka D je

D:Dn+Dm+Dz
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Stabilnost meri kakovost metode
Stabilnost metode preverimo z analizo zaokroZitvenih napak.

Vrste napak (x naj bo to€na vrednost, x pa priblizek zanjo):

> Prva delitev:
> Absolutna napaka: .

. X—X
> Relativha napaka: < |

» Druga delitev:

> : Numeri¢na napaka rezultata.

: Koliko je potrebno spremeniti zaCetne

»
podatke, da dobimo izraCunan rezultat.

Velja

‘ |direktna napakal| ~ obcutljivost x |obratna napakal| ‘

Izracunana vrednost je blizu pravi, ¢e reSujemo neobdutljiv
problem z obratno stabilno metode.
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Odstevanje in sestevanje sta lahko ‘katastrofalni
odstevanje dveh priblizno enakih Stevil

sestevanje dveh priblizno nasprotnih Stevil

izguba
——
a = X.XXXX Xxxx xxx1'ssss. ..
izguba

—
b = x.xxxx xxxx xxxO0 tttt . ..

koncéna natancnost

X. XXX XXXX xXxx1
X.XXX XXXX xxx0

Potem  ——4"5000000 0001 7777777
1. 7227272 . p—™
—

izguba natancnosti

S ponavljanjem se napake sestevajo.

25/40



Primer katastrofalnega odstevanja
IS¢emo resitve kvadratne enacbe

x°+2ax+b=0, kjerjea>0ina®>b.

Resitev z manj$o absolutno vrednostjo je

—2a+ v4a® —4b >
2
1 kg = a2
2 ko := ky—b
s ks := Vk
4 Ky 1= —a+ks

Ce je a2 veliko vedji od b, potem ima lahko korak 4 veliko
napako. Mozna resSitev:

a+ va’—b —b
X2 =(—a+ vVa2—b)- = :
2=l ) a++va’—b a+va?-b
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n

N

© 0O N o o H» 0w N o=

n = o

ki := a®

k2 = k1—b
ks := vk
ke := a+Kks
k5 = %f

>> a = 10000; b=-1;
>> X = -a+sqrt(a“2 - b)
x = 5.000000055588316e-05

%

> X2 + 2 * a * x +b
ans = 1.361766321927860e-08

>> x = -b/(a+sqrt(a”2-b))
X = 4.999999987500000e-05

> x"2 + 2 * a* x +b
ans = -9.011402890989895e-17

Koda primera: klik

27140


https://zalara.github.io/Numericne_metode/Stabilnost_racunanja/Primer_nestabilnega_resevanja_kvadratne_enacbe.m

Racunanje s stabilnejSo obliko
» IzraCun vrednosti funkcije

f(x) =x(Vx+1—vx)

ni stabilen za velike x, ker je v/x +1 ~ /x. Tej teZavi se
lahko izognemo:
Fx) = f(x) Vx+14Vx X

h VX+ 14+ VX VX+T1+ VX

Koda primera: klik

> Vrsto ’ ’ ’
12 23t Ty

ki se sesteje v # (dokaz: indukcija), je bolje numeri¢no
racunati vzvratno kot
1 1 1
n-(n+1) + (n—1)-n+"'+ﬁ'

Koda primera: klik
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https://zalara.github.io/Numericne_metode/Stabilnost_racunanja/Primer_nestabilnega_racunanja_fg.m
https://zalara.github.io/Numericne_metode/Stabilnost_racunanja/Primer_nestabilnega_racunanja_vsote_vrste.m

|
» Vrednost integrala I, = J x"e~* dx se lahko rekurzivno
0
(integracija per partes) izracuna kot
1 1
In:—5+nln71, I0:1—E
Ce iz formule izrazimo I,_+, dobimo

1 1
Ih—1 = *In + ne
Izkaze se, da je druga formula bolj$a, pri Cemer za zacetni
priblizek Iy (pri velikem N) lahko vzamemo karkoli. Zakaj?
Koda primera: klik
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https://zalara.github.io/Numericne_metode/Stabilnost_racunanja/Primer_nestabilnega_racunanja_integrala.m

Sestevanje in odstevanje v sploSnem nista relativno
direktno stabilni operaciji
X,y € R. RaCunamo priblizek pzap = x +y.
p = flfi(x) +fl(y)) = fl(x(1+61) + y(1 + 52))
= (X(1+81) +y(1+82)) (1 +83)
= X(1481)(1+83) +y(1 +82)(1 + 83)
= X+ Y+ X(81+ 03+ 8103) + y(d2 + 03 + d203)

kjer je 18;| < u, i = 1,2, 3. Relativna napaka je

o —pl < IX(81 4 83 4 8103) + ¥ (02 + 03 + 0283)|
ol Ix + y '

Torej:

Ceje x+y blizu0, potem je |p|;p veliko.
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Mnozenje (in deljenje) je relativno direktno stabilna
operacija
X,y € R. RaC¢unamo priblizek pzap =x-y.

p = ffi(x)-fi(y)) =f(x(1 +&1) - y(1 + 52))
= X(1+0¢) - y(1+082)(1 + 83)
= Xxy(1+ 081+ d2 + 63 + produkti ve€ o),

kjer je [5j| < u, i = 1,2, 3. Relativna napaka je

o — pl o IXyl181 + 82 + 83 + O(u?)|
ol xy|

=161 + 0o + 63 + O(U2)| .

Torej:

o —pl
pl

Relativha napaka ni odvisna od velikosti produkta xy.
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Vecina numeri¢nih metod ni relativno direktno stabilnih
Vse numeri¢ne metode, kjer sta vkljuceni

operaciji + /—

in kot rezultat lahko dobimo npr. vrednost 0 ali nekje po poti kot
vmesno vrednost skoraj singularno matriko, niso relativno
direkino stabilne, tj. v rezultatu je lahko veliko relativna napaka.

Zato moramo vedno premisliti:
1. V katerih primerih so zgodi velika napaka?
2. Kako nestabilne primere preoblikovati v stabilne?

Primeri takih operacij:
» Racunanje vrednosti polinoma.
» Racunanje skalarnega produkta.
» ReSevanje linearnega sistema.
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Drugo poglavje:
Linearni sistemi
Ax =D

» Direktne metode za reSevanje

> LU razcep
> Pivotna rast p(A)

» lterativne metode za reSevanje
» Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, SSOR, konjugirani gradienti
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Direktne metode
Ax =Db

» Gaussova-eliminacija
» LU razcep

» Pivotiranje

> Pivotna rast

24/40



ReSevanje kvadratnih linearnih sistemov

Linearni sistem n enacb z n neznankami xy, ..., Xp je oblike
ai Xy +apeXe + ...+ aipXn = by,
8o1X{ + @ooXo + ...+ aopXn = bo,
aniX1 +aneXo +...+ammXn = bp,

kjer so ajj, bj realna Stevila.

V matri¢ni obliki ga zapiSemo kot

ayr a2 ... ain X1 by
axy ayp ... an X2 bo
ant ap2 ... ann Xn bn

A X b
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Geometrijski pomen sistema Ax = b

Naj bodo a1y, a2y, - - -, an) stolpci matrike A, tj.,
ai
aoj
agj = :I cR"
ani
Linearna kombinacija vektorjev ay, az), . . ., a(p) je vsak vektor
oblike
aiq a2 ain
aoq azo azn
Xt | | FXe| |+t Xe | (1)
ant an2 dnn

kjer so x; € R realna Stevila.

Zanima nas, ali obstaja linearna kombinacija (1), ki je enaka
vektorju b.

26/40



Sistem Ax = b z vidika numericne matematike

» Kako drago je reSevanje sistema Ax = b?
cena=5stevilo osnovnih racunskih operacij (+, —, -, ).

» Kateri problemi in napake se pojavijo med reSevanjem
Ax = b?
Ali obstajajo slabe matrike? Kako take matrike identificirati?

» Za katere matrike se da in resSiti tak
sistem?
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Ponovitev Gaussove eliminacije (GE)

Cilj je pretvoriti sistem v zgornjetrikotnega, nato pa ga resiti z
obratno substitucijo.

Primer
Resujemo Ax = b, kjer sta

3 2 - —1
A=| 6 —6 7|, b=|-7].
3 -4 4 -6

Tvorimo razsirjen sistem

- 3 2 —1| -
A=[A|b]=| 6 6 7| -7
3 4 4| -6

Pristejemo 2-kratnik prve vrstice drugi in 1-kratnik prve vrstice tretji.

N -3 2 -1 -1
An=| 0 —2 5| -9
-7

0o -2 3
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Primer
Odstejemo 1-kratnik druge vrstice od tretje

N -3 2 —
As=| 0 —2 5

0 0 -2

Resimo z obratno substitucijo

—1
-9
2

2,

2
X3:j2——1,
Yo = 1 (—9— Bxg) =
27_2 3) —
X1:j-l3(—1—2X2+X3):2.

V nadaljevanju bomo:

1. Presteli Stevilo potrebnih racunskih operacij za Gaussovo

eliminacijo (GE).

2. GE bomo zapisali s pomocjo matri¢nih mnozen,.
3. Ukvarjali se bomo s stabilnostjo GE.

29/40



Algoritem GE in cena GE

© 00 N o o »~ W Nno=

-nxn matrika A =[gj]; in nx1 vektor b=[b];

-preoblikujemo [Alb] v zgornjetrikotno z GE
for k=1...n—1
for i=k+1...n
xmult = a,-k/akk
aik =0
for j=k+1...n
aj = aj — (xmult) a
end
b,’ = b,' = (xmult)bk
end
end
lzrek
Stevilo racunskih operacij (+, —, -, :) za prevedbo matrike A in

razSirjene matrike [A|b] v zgornjetrikotno obliko je

§n3 +0(n?).
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