Ime in priimek

Vpisna stevilka
Osnove matemati¢ne analize: drugi racunski izpit

27. januar 2023

Cas pisanja je 90 minut. Dovoljena je uporaba 1 lista A4 formata s
formulami. Uporaba kalkulatorja ali drugih pripomockov ni dovoljena.
Vse odgovore dobro utemelji!

1. naloga (25 tock)

a) (15 tock) Poisci vse kompleksne resitve enacbe z - Z + 22 +i -2 = 1.
Resitev : Z nastavkom z = x + iy dobimo

o2+ 2?4 2y — P Fi(r4iy) =1

kar lahko poenostavimo v
22° —y +i(2xy +2) =1

Ce izenacimo realna in imaginarna dela, dobimo sistem realnih enach

2x2—y =
x2y+1) = 0

Glede na drugo ena¢bo moramo obravnavati dva primera:
1. # = 0: iz prve enacbe potem sledi y = —1
2. y = —1: iz prve enacbe sledi 775 = 1.

Skupaj imamo torej tri resitve:

21 = —1

L
9 = —5 — Z§
zZ3 = 5 — ZE

b) (10 tock) Naj bo w tista resitev enacbe iz a) naloge, ki ima najmanjsi imaginarni
del. Poiséi vse kompleksne resitve enacbe 23 = w.
Resitev : Najmanjsi imaginarni del ima z; = —¢ = w. Polarna oblika w je

resitve enacbe z® = w pa lahko zapisemo kot

7 2kw
g=e273" zak=0,1,2
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2. naloga (25 tock)
Rekurzivno zaporedje je podano s formulo

3
nyy =4 — =
Qn
zan > 1in zacetnim ¢lenom a; = 2. Dokazi, da je zaporedje a,, konvergentno in izracunaj
limito.
Resitev : Fiksne tocke iteracije so resitve enacbe
3

a = 4— -
a

a*> = 4a—3
(a—1)(a—3) = 0

Mozni limiti sta torej a = 1 ali a = 3. Glede na prvih nekaj ¢lenov lahko domnevamo, da
zaporedje narasca proti 3. To lahko dokazemo z indukcijo.

Dokaz a,.1 > a, za vse n > 1: Ocitno velja as > a;. Iz indukcijske predpostavke
an > a,_1 sledi

Qp 2 Ap—1

3 3

— <

Qp, Ap—1

3 3

- Z —

(079 Ap—1

3 3
4—— > 4-—

Qn An—1

An+1 Z G,

Pri drugem koraku smo upostevali, da imamo po indukcijski predpostavki a,, > a,_1 >
a;=2>0.

Dokaz a, < 3 za vse n > 1: Po definiciji imamo a; = 2 < 3. Neenacba a,,; < 3 je
ekvivalentna

PR A
Qp,

4a, —3 < 3a,
a, < 3,

kar pa je indukcijska predpostavka. Tudi tu smo morali pri drugem koraku upostevati,
da je a, > 0, kar pa ze vemo.

Ker je zaporedje narasc¢ajoce in navzgor omejeno, lahko sklepamo, da je konvergentno.
Edina moznost za limito je

lim a, =3
n—oo



3. naloga (25 tock)

Med pravokotniki v (z,y) ravnini, ki imajo stranice vzporedne koordinatnim osem, in
ki imajo eno oglisée v izhodisc¢u koordinatnega sistema, eno oglisée pa lezi na krivulji z
enacho
2a5 +yi =1
(v prvem kvadrantu, kjer je z > 0 in y > 0), poiséi tistega, ki ima najve¢jo ploséino.
Resitev : Maksimizirati je potrebno plos¢ino pravokotnika

p=x-Y,

kjer tocka (z,y) lezi na dani krivulji.
1. nacin : Plosc¢ino izrazimo kot funkcijo ene spremenljivke x
2

fla) =a-y(o) = - (1-205)

Ekstremno plos¢ino dobimo tam, kjer je odvod funkcije f(x) enak 0. Z odvajanjem dobimo

3 2 3
f(@) = (1—225)F +25(1 - 20%)2 (2 : gx—§> — .= (1 - 4::;%) (1 - 23;%) ’
Odvod f'(x) je enak 0 v dveh primerih

1
1—ds =0=a2==
8
ali )
1-225 =0=2=—
22

1

—. Maksimalno
22

Druga moznost da y = 0 (in s tem ploscino 0), prva moznost pa y =

plos¢ino dobimo torej za © = %.

2. nacin : Problem lahko resimo tudi z Lagrangeovimi mnozitelji. Definiramo Lagran-
geovo funkcijo . ,
L(z,y,\) =z -y — A2z3 +y5 — 1)

Sistem enach, ki ga moramo resiti, je

.2{E7§ = 0

Y

Wl N W N
=
I
o

skupaj seveda s pogojem 205 + y§ = 1. Tudi tu se z nekaj truda dobi resitev x = %.



4. naloga (25 tock)
Naj bo f(z) = sin(x)e™*.
a) (15 tock) Z uporabo integriranja po delih izracunaj nedoloceni integral [ f(z)dx.
Resitev : Per partes
u=sin(z) = du= cos(z)
= v=—¢"

dv=¢e"

da enacbo
/sin(x)e_“dx = uv — /Udu = —sin(z)e " + /cos(m)e‘“”dz

Se en per partes

da enacbo

sin(x)e”dr = —sin(z)e™* — cos(x)e™* — /sin(a:)exdx
Ce oznacimo I = [ sin(z)e~*dx, dobimo torej enaého
I =—e(cos(z) +sin(z)) — 1

oziroma ]

I= —ée’“(cos(x) + sin(z))
b) (10 tock) Izracunaj posploseni integral [ f(z)dx.
Resitev : Racunamo

/Oo f(z)dx = lim ysin(a:)e_xda: = lim —%(COS(&") + sin(x))e™ o
0

y—=oo Jo Yy—+00

2 ey 2

Yy—00

~ im (_lCOS(y) +sin(y) 1> .

pri ¢emer smo na koncu upostevali, da | cos(y) + sin(y)| < 2 in lim, o, ¥ = oo.



