Prvi izpit iz Numeri¢nih metod
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1. naloga: Dana je obrnljiva bidiagonalna matrika
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(a) Kaj lahko sklepate o stevilih ay, ..., a,,c1,...,c,—1 iz obrnljivosti matrike A?
(b) Sestavite u¢inkovit algoritem za reSevanje sistema Ax = b, kjer je b € R"” dan vektor.
(c) Koliko operacij je potrebnih za izra¢un inverza A™'?

(Namig: Inverz A~ dobimo tako, da re§imo n sistemov Ax =e¢;,i=1,...,n, kjer so e; koordinatni vektorji z 1 v
i-ti vrstici in 0 v drugih vrsticah.)

Resitev.

(a) KerjedetA =ay-a,---a, #0, so Stevilaay, ..., a, neniCelna.
(b) Pisimo b = (b1 b”)T. Sistem Ax = b je oblike
mx; = by,

C1X1 + axXy = by,
CoXp + a3x3 = b,

Cp1Xpn_1 + a,x, = b,.

Resitve tega sistema so

_ by . by — c1xy . by — coxz _ by = Cp1Xu-1
XNN=— X%=——",83="—"—"— -, Xy=— -
m as as ay

(c) Stevilo operacij za resevanje sistema Ax = bje 1 +3(n — 1) = 3n — 2. Za izratun inverza

A~ moramo resiti n sistemov Ax =¢;,i=1,...,n, kjer so e; standardni koordinatni vektorji.
Stevilo operacij je tako n(3n — 2).

2. naloga: Najbo A > 0. Dani sta funkciji fi(x) = x> — Ain fo(x) = x — é

(a) Funkciji f1, f> imata obe enaki ni¢li. Kaj sta ti dve nicli?

(b) Za A = 6 s pomocjo 2 korakov tangentne metode za f; izracunajte pribliZek za vecjo niclo.
Zacetni pribliZek sami smiselno izberite.

(c) Za A = 6 s pomocjo 2 korakov metode regula falsi za f, izracunajte pribliZek za manj$o niclo.
Zacetna pribliZzka sami smiselno izberite.

Resitev.



(a) Iz fi(x) = O sledi x> = A = 0 0z. x1, = + VA.
(b) Vegja niclaje V6. Tangentna metoda ima predpis

fl(xn) _ x% -6

- =x .
file) 7" 2x,

Za zacetni priblizek izberemo npr. xy = 2 in dobimo zaporedje priblizkov x; = 2.500, x, =

2.450, x3 = 2.449, x4, = 2.449, ...

(c) Manjsanic¢la je — V6. Metoda regula falsi iz priblizkov a, b, ki zados¢ata f(a) f(b) < 0, izra¢una
nov priblizek po formuli

Xn+1 = Xy

CRO-L@ T 0-p-@-9

nato pa nadaljuje postopek z a = ¢, ¢e je fo(c) f2(a) > 0 0z. b = ¢, ¢e je fo(b)f2(c) > 0. Za zaetna
priblizka izberemonpr.a = -3,b = -2, sajje f(=3) = -1, f(-2) = 1in f(-3)f(-2) < 0. Dobimo
zaporedje

_,_ LOb-a (b—3)(b—a)

c=-25 f£(-25)=-0100 = a=-25
c=-2455, f(-2.455)=-0.0101 = a=-2.455,
c=-2450, f(-2.455)=-0.0010 = a=-2.450,

3. naloga: Naj bo f integrabilna funkcija na [0, 1], katere integral Zelimo izra¢unati po formuli

[ s~ g+ g3) + v,

(a) Dolotite a, B, € R, da bo formula ¢im visjega reda.

(b) Izracunajte integral foz e*’dx z dvakratno uporabo zgornje formule s korakom /1 = 1.

(c) Izrac¢unajte integral fOZ e’ dx s sestavljenim trapeznim pravilom s korakom 4 = 1.
Resitev.

(a) Ker imamo v metodi 3 proste parametre, jih lahko izberemo tako, da bo metoda reda 2. Za f
zaporedoma vstavimo 1, x, x? in dobimo po metodi nedolo¢enih koeficientov linearni sistem

1
fldx:[x]é:1:a+[3+y, (1)
0

! 2 1 2

foxdx:[EL:§=ﬁ§+% (2)
! ' 1 4

‘];xzdx:l%]0:§:‘3§+7/. (3)

Iz (2)=(3) sledi B = £ in zato B = 3. Od tod paslediy =0ina = 5.



(b) Velja

fedx—fedx+fedx—fedx+fe("”)dx
1
_4

~ 14.162,
kjer smo v drugi enakosti naredili substitucijo x = ¥ + 1, dx = d¥*.

(c) Sestavljeno trapezno pravilo za f(x) = ¢’ na intervalu [0, 2] s korakom / = 1 je enako

2
1
f e dx = E(e02 +2¢" + ¢¥) ~ 30.52.
0



