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Vaja 5 Funkecijsko poln sistem, Zaprti razredi




Funkcijsko poln sistem — prevedba na OR, AND, NOT

Nabor operatorjev je funkcijsko poln, e z njim lahko izrazimo vsako funkcijo.

Nabor operatorjev disjunkcije, konjunkcije in negacije {OR,AND, NOT} {Vv, ., ™}, je funkcijsko
poln sistem (operator ~ predstavlja negacijo).

| - Funkcijsko polnost ugotavljamo s pretvorbo na znan funkcijsko poln sistem {v,., " }.

Zgled:
S pretvorbo na negacijo, konjunkcijo in disjunkcijo pokazi, da je Peircov operator

(3) funkcijsko poln sistem.

Negacija (NOT):

Disjunkcija (OR):
x1 \Y xz == xl \Y xz == xlexz = (xl\l/xz)\L(xl\LxZ)
Konjunkcija (AND):

X1.Xy = X1. %5 = X VX, = (2424 (x,9x5)



Funkcijsko poln sistem — pripadnost osnovnim zaprtim
razredom

0 Osnovni zaprti razredi:
Ty - razred preklopnih funkcij, ki ohranjajo niclo
T; - razred preklopnih funkcij, ki ohranjajo enico
S — razred sebidualnih funkcij
L — razred linearnih funkcij

M — razred monotonih funkcij

0 Funkcijska polnost nabora preklopnih funkcij - preverjamo jo s pripadnostjo
osnovnim zaprtim razredom (Postov teorem funkcijske polnosti).

Nabor je POLN, ce odpira vse osnovne razrede.

Nabor odpira osnovni razred, ¢e vsaj ena funkcija NE pripada temu razredu.

0 Dokaz pripadnosti se lahko preverja na ve¢ nacinov:
Analiticno
Tabelaricno

S Karnaughjevim diagramom



Zgled: Preverjanje funkcijske polnosti nabora { —, 1}

fx,%2) = %1 = X3 =% VX, X1 | X3 | %1 o xy 1 f(x1,%3)
0 0 1 1 £(0,0)
0 1 1 1 £(0,1)
1| o0 0 1 £(1,0)
1) Razred T: 1 1 1 1 f(1,1)
f(@0,0,..,0) =0
—:  f(0,00=0v0=1 - ¢T,
1. 1+#0 1¢T,
2) Razred T4:
f(1,1,..,1) =1
- f(1,1)=1vi=1 - €T,
1. 1=1 1eT,




3) Razred L: f(xq,x5,..,x,) €L,
f(xq1,x3, ...,x5) = apVay.x1Va,. x,V ... Va,.x,
I.  Analitiéno:
Predpostavimo, da funkcija f (x4, x5, ..., ;) spada v razred L.
Dolocimo koeficiente ag, aq, ..., ay.

Preverimo ali se dobljena funkcija agVa;.x1Va,.x,V ...Va,.x, ujema s podano funkcijo
f(xl; X2y ey xn)-

—: ) f(x,x2), =x1 = x3 = agVag. xVay. x,
2) f(0,0), =apVa;.0Va,.0=1 (ap=1)
£(0,1), =1Va,.0Va,.1=1Va, =1 (a, = 0)
£(1,0), =1Va;.1Va,,0=1Va; =0 (a; = 1)

f(x1,2), =1V 1.x,V0.x, =1V x4

3) preverimo za vhodni vektor f(1,1), (v primeru protislovja zaklju¢imo
postopek)

f)=1vi1i=1
f(1,1),=1Vx; =1V1 =0
f(,1) = f(1,1), - &L




4) Razred S: f(x1,%3,..,%,) = f(x1,X9, .., Xp)
Analiti¢no: f(x{,x;) = f(xq,x5)

—.

fELXR) = %1 = X,

XL VX, =X VX,

X1.X3 = X1 V X, (preverimo enakost)

X1.- X3 = X1.(x2 VX3) Vx3(x1 VX7) (desno stran dopolnimo do PDNO)

x_l.xz =x_1.x2 Vx_l.x_zvxl.xZ Vx_l.xZ

X1. Xy = Xq. %y V X1. %5 V X1. X3

vZ (1) # v2(0,1,3)

Tabelari¢no: f(W;) # f(Won_4_;)

—.

f(wg) = f(ws)

f£(0,0) = f(1,1) , protiprimer

1=1,
0 # 1 (protislovje)

> &S
X1 X2 X1 = Xy | f(x1,x2)
0 0 1 f(wgp)
0 1 1 f(wy)
1 0 0 fw,)
1 | 1 1 f(ws)

1¢S5




5) Razred M: f(x4,x5,..,x,) EM,
Vij, wi <wj- f(w;) < f(w))
Za w; in wj velja, da je w; < wj, Ce za vsako mesto k velja wy ; < wy,; (na vseh
istoleznih bitih velja <).
Za preverjanje pripadnosti monotonosti primerjamo sosedne vektorje

(razlikujeta se samo na enem mestu).
Primer: zan=4, w,:(0,0,0,0)

Wy - (0, I ,0,0) Wo < Wy
tabelaric¢no
= X1 Xy | X1 x| f(X1,%2)
Sosedni vektoriji: Wo 0 0 1 f(wo)
w 0 1 1 (wy)
Wo < W1, Wy < Wy ! f 1
W2 1 0 0 f(wy)
LS ws | 1| 1 1| row
Wy < W3

V tabeli ugotovimo,daje  wy < wy, f(wy) £ f(wy)
(0,0) < (1,0); £(0,0) £ f(1,0) [~ &M




Ugotovili smo, da nabor {—, 1} NI funkcijsko poln:

Razreda T; NE odpre nobena funkcija.

Pri vseh ostalih razredih je vsaj ena funkcija, ki razredu ne pripada.

Zapisemo rezultate preverjanja v tabeli.

T i S L M
- ¢ € ¢ ¢ ¢
1 & € ¢ € €

Kako bomo dopolnili nabor operatorijey, da bo funkcijsko poln?

Dodamo operator negacije ali konstanto 0, ker ena in druga odpirata razred Tj, in
dobimo funkcijsko poln sistem.



Zgled: Preverjanje pripadnosti zaprtim razredom

0 Preklopna funkcija f (x4, x5, x3) = V3 (0,3,4,6)

x| X2 | x3 | f(x1,x2,%3)

Pripadnost razredu Ty: £(0,0,0) =1 = f ¢ T,

0]0]0 |
00 I 0
o110 0
(U I I
I 10]0 I
10 I 0
1110 I
(A I 0

Pripadnost razredu T;: f(1,1,1) = 0= f ¢ T}

Pripadnost razredu sebidualnih funkcij S:
protiprimer: (0,1,0) = f(1,0,1) = f ¢ S

Pripadnost razredu monotonih funkcij M:
protiprimer: (1,1,0) < (1,1,1); f(1,L1,0) £ f(1,1, 1)) => f ¢ M



Pripadnost razredu L (analiticno)

x1| X | x3 | f(x1,%2,%3) f(x1,%2,x3) L. =aoVay. x1 Vay. x; Vaz. x3 f(x1,%2,x3) 1
010 O I f(0,0,0),=aoV a;.0Va,.0Vaz.0 =1 ap =1 I
0|0 I 0 f(0,0,1),=1Va;.0Va,.0Vaz.1=0 Waz=0=>a3=1 0

ol 11]0 0 f(0,1,0),=0V a;.0V a,.1V a3.0=0 Wa,=0=a,=1 0

0] 1 I I I
I 10| O I f(1,0,0),=1Va;.1Va,.0Vaz.0=1 Wa,=1=a,=0 I

[T Tol 0 | [ o ]
I 10 I 0
I I I 0 I

f(x1,%2,%3) =1V0.x1 V1. x,V1. x5 = 1Vx,V x5

Preverimo preostale vhodne vektorje - vstavimo zapis funkcije f(x,x5,x3); v tabelo.
f(1,1,0) =1
f(1,1,0), =1V1iro =0
f(1,1,0) #f(1,1,0), = f ¢L



Pripadnost razredu linearnih funkcij L - s Karnaughjevim diagramom (pokritja)

Xy, X3
00 Ol I 10
o I I
X1
1| I X1.-X2.X3 : X1.X2.X3 (popolnoma razlicna)
X2, X3
00 Ol |l 10
ol | I
X1 X1.-Xy : X1.X, (popolnoma razlicna)
Il I
X2,X3
00 Ol | 10
N o | | X1 : X1 (niti popolnoma razlicna,
1 1 | niti popolnoma enaka)




Naloga:
1)

S pretvorbo na negacijo, konjunkcijo in disjunkcijo pokazi, da je nabor operatorjev XOR,
AND in konstanta 1 (V,., 1) funkcijsko poln sistem.

2)
Podana je preklopna funkcija f(x41,x5,%3,%4) V& (1,2,5,6,8,11,12,15). Preveri:
a) Tabelaricno - pripadnost zaprtim razredom T, T¢, S in M.

b) pripadnost razredu L pa analiticno in s Karnaughjevim diagramom.



Naloga 1 (Resitev):

Funkcija XOR: x;Vx, =X7.x, V x1.X5
Pretvorba na znan sistem:

Negacija (NOT): negacijo je potrebno zapisati z operatorjem XOR in konstanto |.

x=x.1vx.0=xV1
Konjunkcija (AND) je ze v naboru operatorijev.

Disjunkcija (OR):
X1 \Y Xy = Xq \Y Xy = x_lﬂ = (x1V1) (xZ V].) = ((X1 Vl). (XZ Vl))Vl




Naloga 2 (ReSitev):

X1 X2 X3 Xq | fQrx2,%3,%,)
0 0 0 0 0
0 0 0 I I
0 0 I 0 I
0 0 I I 0
0 I 0 0 0
0 I 0 I I
0 I I 0 I
0 I I I 0
I 0 0 0 I
I 0 0 I 0
I 0 I 0 0
I 0 I I I
I I 0 0 I
I I 0 I 0
I I I 0 0
I I I I I

Pripadnost razredu T:
£(0,0,00) =0= f €T,

Pripadnost razredu Tj:
fAL1L1,)=I=>f€eT;

Pripadnost razredu sebidualnih funkcij S:

Protiprimerani = f € S

Pripadnost razredu monotonih funkcij M:
Protiprimer:
(0,0,1,0) < (0,0,1,1);
£(0,0,1,0) £ f(0,0,1,1) > f &M



Pripadnost razredu linearnih funkcij L:
f(xl,xz,xg,x4)L=a0 |7a1. X1 Vaz. X2 Vag. X3 Va,4_. X4

f(0,0,0,0);=a9V a,.0V a,.0Va;.0Va,.0=0 = ag=0

f(0,0,0,1);=0V a;.0V a,.0V a3.0Va,.1=1 >0Wa,=1=a,=1
f(0,0,1,0);=0V a;.0V a,.0V a3.1V a,.0 =1 >0Waz=1=a3=1
f(0,1,0,0),=0V a;.0V a,.1V a3.0Va,.0=0 > 0Wa,=0=a,=0
f(1,0,0,0),=0V a;.1V a,.0V a3.0Va,.0 =1 >0Wa =1=>a =1

f(xl,xZ,X3,X4)L=OV1. X1 V0. X2 V1. X3 V1. X4 = X1VX3 VX4

Preverimo preostale vhodne vektorje - vstavimo zapis funkcije f(x1,x5,x3); v tabelo.
= f €L



Naloga 2 (ReSitev):

X1 | *2 X3 X4 | fQe0x2.x3,%4) | f(X1,%2,X3,%4) 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 I I I
0 0 I 0 I I
0 0 I I 0 0
0 I 0 0 0 0
0 I 0 I I I
0 I I 0 I I
0 I I I 0 0
I 0 0 0 I I
I 0 0 I 0 0
I 0 I 0 0 0
I 0 I I I I
I I 0 0 I I
I I 0 I 0 0
I I I 0 0 0

Za vse vhodne vektorje velja
enakost

f(x1,%2,%3,%4) =f (X1,X2,X3,X4) L
= f €L



Pripadnost razredu linearnih funkcij L — Karnaughjev diagram

Xl, X2

X1, X2

00

01

11

10

00

01

11

10

Xl,xz

X1, X2

X3, X4

00 01 11 10
1 1
1 1

1 1

1 1
X3, X4

00 01 11 10
1 1
1 1

1 1

1 1

00

01

11

10

00

01

11

10

X3, X4

00 01 11 10
1 1
1 1

1 1

1 1
X3, X4

o0 01 11 10
1 1
1 1

1 1

1 1

Preverjanje gre
preko vseh
vektorijey,

povsod je popolna
enakost ali popona
razlicnost

= fE€EL



