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Izrek o deljenju in deljivost celih Stevil

Izrek (o deljenju)

Naj bosta m,n € Z in m > 0. Obstajata enoli¢no dolo&eni celi Stevili k in r, pri
Cemer je
n=k-m+r invelja 0<r<m.

Dokaz.

Obstoj Stevil k, r: Naj bo k najvegje celo Stevilo, da velja km < n < (k+1)m.
Stevilo r := n — km zados¢a 0 < r < m. Velja n = km +r.

Enoli¢nost Stevil k, r: Ce sta k” in r’ %e dve %tevili, ki zado¥¢ata pogojem
izreka, potem je

n=km+r =km+r.
Od tod sledi

(K'—Km=r—r".

Velja —m < r—r' < min zato |r — r'| < m. Ce je (k' — k)m # 0, potem je
|(k" — k)m| > m. To pa je protislovje z |[r — r'| < m. Sledi, da je
(k" —k)m=0. Od tod pa e k' = kinr' =r. O

k je kvocient stevil niin m (k = [ - ]), r pa je ostanek pri deljenju Stevila n z m.
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Nekaj nujnih definicij

Naj bosta m, n € Z. Pravimo, da m deli n oz. je n deljivz m, kar piS§emo z
m|n, &e je redljiva enatba n = m - x.

Ce sta m in n razlitna od 0, potem lahko definiramo
ged(m, n) = max{d € Z: d|m in d|n},
in ga imenujemo najvecji skupni delitelj tevil m in n, ter
lcm(m, n) = min{v € Z: m|v in n|v in v > 0},

in ga imenujemo najmanjsi skupni veckratnik Stevil m in n.
Posebej definiramo 3e ged(a,0) = a in lem(a,0) = 0 za vse a > 0.

Pravimo, da sta si celi Stevili a in b tuji, e je ged(a, b) = 1. Npr. 89 in 81 sta
si tuji.
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Razsirjeni Evklidov Algoritem - REA

Motivacija: Radi bi poiskali najvedji skupni delitelj Stevil m, n € Z, hkrati pa Se
Stevili s, t, da velja

s-m+t-n=ged(m,n).
To se da narediti s pomotjo razsirjenega Evklidovega algoritma (REA), ki si ga
bomo ogledali na naslednjem primeru.

Primer
Pois¢imo gcd(899, 812).
(I): 899 =1-899+0-812,
(/)y: 812=0-899+1-812, 899 = 1-812 + 87,

(= (1) + ~(I): 87=1-899—1-812,  812=0-87+29,
(V)= (1) + <(M): 29=-9-899+10-812, 87 =3-29+0,
(V)= () + -(IV): 0=28-899—31-20. 312

ged je zadnji od 0 razlien ostanek. V nasem primeru je to 29. Vemo:
@ 29 deli vse leve strani enalb. Posebej, 29 deli tudi 812 in 899.

@ 29 je celostevilska linearna kombinacija Stevil 812 in 899.

o Ce ¥tevilo d deli 899 in 812, potem deli tudi vsako njuno celodtevilsko
linearno kombinacijo. Zato deli tudi 29. o



Naj bosta m in n celi $tevili in d = gcd(m, n). Potem obstajata s, t € Z, za
katera je

ged(m,n) = d = s-m+t-n

Tako d kot koeficienta s in t preberemo iz predzadnje vrstice REA.

Uporabimo REA za dokaz naslednje zelo pomembne trditve v teoriji Stevil.

Naj velja a|(b - c) in gcd(a, b) = 1. Potem je a|c.

1z a|(b - c) sledi, da obstaja k € Z, ki zado¥ta

bc = ka. (1)
Ker je gcd(a, b) = 1, po REA obstaja s, t € Z, da velja
1 =sa+ th. (2)

PomnoZimo (2) s c:

c=1-c=(sa+th):c = sac+ thc.

Izraz bc nadomestimo v skladu z (1) in izpostavimo a: ¢ = a(sc + tk). Torej alc. [l
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Z uporabo zadnje trditve lahko dokaZemo zanimiv izrek, ki povezuje a, b z
ged(a, b), lem(a, b).

Naj bosta a, b € N. Potem je gcd(a, b) - lem(a, b) = a- b.

Oznatimo d = ged(a, b). Dokazati moramo, da je lcm(a, b) enak a%db, ki ga

ozna&imo z v. Torej moramo videti, da je a|v, b|v in je v < v/ za poljuben
vetkratnik v’ Stevil a in b.

Obstajata a1, b1 € Z, da je a = dai, b= db; in gcd(a1, b1) = 1. Torej je
v = daiby = aby = ba;. Zato a|v in b|v.

Naj bo sedaj v/ nek drug veckratnik Stevil a in b. Potem je v/ = al; = b/, za
neka ¢1,¢> € 7Z. Naprej

V, = aél = dalél = dblzz = 3161 = blfz.

Ker je ged(a1, b1) = 1, z uporabo trditve od zgoraj velja b;|¢; in zato pri
prikladno izbranem ¢’ velja ¢1 = ¢'b;. Torej je v/ = aly = abil’ = vl'. Torej je
v > v/, kar smo morali dokazati. O

v
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Linearne diofantske enacbe

Skupina otrok je v slas€i¢arni jedla torte in kremne rezine. Koliko
tort in koliko kremnih rezin so pojedli, e je raun znasal 98,25 EUR, torta
stane 5,25 EUR, krem3nita pa 6,75 EUR. Vemo tudi, da so pojedli vet tort kot
kremnih rezin.

Resujemo enatbo
525-x46.75-y = 98.25.

MnozZimo enacbo s 100 in dobimo ena¢bo
525 - x + 675 -y = 9825.
Delimo enatbo s 75 in dobimo enabo
9-x+7-y=131.

I8¢emo naravni Stevili x in y, ki re&ita ena&bo.

Linearna diofantska enac¢ba z dvema neznankama (LDE) je enatba oblike
a-x+b-y=c,

kjer so znani a, b, ¢ € Z, is¢emo pa celostevilsko resitev x, y. Pravimo, da sta a
in b koeficienta enalbe, ¢ pa njena desna stran.
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Linearna diofantska ena&ba

a-x+b-y=c

Je resljiva natanko tedaj, ko ged(a, b)|c.

Dokaz.

| A\

Dokaz implikacije (=): Naj bo ax + by = c re&ljiva. Potem za neka xo, yo € Z
velja

axp + byo = ged(a, b)kixo + ged(a, b)kayo = ged(a, b)(kixo + koyo) = c,

kjer je a = gcd(a, b)ki in b = gcd(a, b)ko za neka ki, ko € Z. Torej je
ged(a, b)|c.

Dokaz implikacije (<): Po REA obstajata xo, yo € Z, da velja

axo + byo = ged(a, b).

PomnoZimo zadnjo ena&bo s celim $tevilom — % __in dobimo
ged(a, b)
c c
(xo———— Y+ b (o) =
?(ogcia p) T Wogeaa b)) =€
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Diofantske enacbe

Radi bi poiskali vse resitve LDE. Vse reSitve opiSe naslednji izrek.

Izrek

Naj par xo, yo resi LDE a-x+ b-y = c, in naj bo d = ged(a, b). Potem so

Xk = Xxo+ k-

lv Qo

Yk = yo—k'd,

kjer je k poljubno celo stevilo, vse reSitve te diofantske enacbe.

Dokaz.

DokaZimo najprej, da vsak par (xk, y«x) res resi ax + by = c. Velja:

b a akb  bak
axk—i-bykfa(xo%—kE) —|—b(yo—kg) 7(axo—|—byo)+7— -
= axo + byo = c.
Naj bo sedaj (x’,y’) € Z? poljuben par, ki resi ax + by = c. Velja:

axo + byo = c = ax’ + by’.
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Dokaz.
Od tod sledi

a(x — x') = b(y" — yo)-

Ce je a = ged(a, b)ky in b = ged(a, b)ks za neka ki, ko € Z z ged(ki, ko) = 1,
potem sledi
ki(xo —x') = ka(y" = yo).

Torej je ki|(y' — yo), ka|(x0 — x”) in

/ /
VS Sl | L R S Sk S R
x = ki ged(a, by 7 =rt g ged(a, b)’
Ker je
Y=y _x-x
ki ka '’
/
sta x’,y’ ravno xx, yx za k = _ p s, O
1

@ Eno resitev LDE dobimo tako, da predzadnjo vrstico REA pomnoZimo s
kvocientom desne strani in gcd koeficientov.

@ Vse druge reSitve dobimo z uporabo zadnjega izreka.
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Primer

Pois&i resitve (linearne) diofantske enabe 6x + 15y = 9.

(: 15=1-15+0-6,
(I): 6=0-15+1-6, 15=2.6+3,
(my=@y—2(): 3=1-15-2-6, 6=2-3+0,
(IV)y=(I)y—2(ll): 0=-2-15+5-6.

PomnoZimo predzadnjo vrstico REA z g = 3. Dobimo
9=3-15—-6-6.
Ena resitev enatbe je (xo, yo) = (=6, 3). Vse resitve so

(Xk7yk) = (_6+5k73 - 2k)7

kjer je k € Z.
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