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Operacije z mnoZicami

Vsebovanost elementa x v mnoZici A podamo z relacijo pripadnosti.
Pisemo: x € A. Beremo: x pripada A.

MnoZice lahko podamo na naslednja na&ina:

@ z nastevanjem elementov: A = {0, 1,2}

@ z neko izjavno formulo: A = {x; ¢(x)}
Velja: x € A< ¢(x) = 1.

Zgledi mnoZic so:

A = {x;x#x}=10 prazna mnoZica,
B = {x;x=0vx=1Vvx=2}=4{0,1,2},
cC = {x;x2+125}.

Pozor - Russellov paradoks: Vsaka izjavna formula ni dobra!

R={x;x¢x}
Ali velja R € R? R € R natanko tedaj, ko R ¢ R.
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Enakost in vsebovanost

@ MnoZici A in B sta enaki,
A=B <<= Vx(x€eA<xeB)
Pravimo, da je A v relacije enakosti z B.
@ MnoZica A je podmnoZica mnozice B,
ACB <= Vx(x€eA=x€B).
Pravimo, da je A v relacije inkluzije z B.
@ MnoZica A je prava podmnoZica mnoZice B,
ACB <+ ACBANA#B

Pravimo, da je A v relacije stroge inkluzije z B.

Za poljubne mnoZice A, B in C velja
@ 0 CAiInACA.

@ ACA
@ A = B natanko tedaj, ko je A C B in B C A.

@ CeACBinBC C, potem A C C.
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Osnovne operacije in njihove lastnosti

Osnovne operacije z mnoZicami so:
@ unija AUB={x;x€AVx¢€B}

A B

o pressk ANB={x;x€AAxe€ B}

A B
e razlika A\B={x;x€ANx¢ B}
A B
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o simetri¢na razlika A+ B={x;x€AYxe B}

A B

Lastnosti osnovnih operacij pa so:

e ACB=AUCCBUC
e ACB=ANCCBNC
e ANBCACAUB

Pravimo, da sta mno¥ici A in B disjunktni, & je AN B = ().
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Univerzalna mnozica, komplement in njegove lastnosti

Univerzalna mnoZica, ozna&imo jo z S, ustreza podro&ju pogovora v
predikatnem raunu.

Vse obravnavane mnoZice so vsebovane v univerzalni mnoZici S.

Komplement mnozice A definiramo kot A =S\ A.
U

Komplementiranje ima naslednje lastnosti:
o (A=A
o (AUB) = A° N B*
Dokaz. Veljajo naslednje ekvivalence:

@ x € (AU B)€ natanko tedaj, ko x € S\ (AU B).. .. (definicija ©).
x€S\(AUB)ntkx € Sinx ¢ AUB. ... (def )
xe€Sinx¢gAUBntkxe Sinx ¢ Ainx ¢ B. ... (defU)

o xESinx¢gAinxgBntkxe S\A=AInxe€ S\ B=B" ... (def°)
@ x € A°inx € B  ntk x € AN B°. ... (def N)
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o (ANB)* = A°UB°
o AA\B=ANB

Dokaz. Veljajo naslednje ekvivalence:
(x €A\ B) ntk (x€ Ainx & B) ntk (x € Ainx € B°) ntk x € AN B,
o ACB= B°CA°

0o ANB=0<+= ACB° <= BCA*

Po prednosti je komplement < mo&nejsi od preseka N in razlike \, ti dve pa
mo¢nejsi od unije U in simetri¢ne razlike +:

Na naslednjih dveh straneh bomo videli osnovne enakosti z mnoZicami, ki jih
operacije z mnoZicami “podedujejo” iz ustreznih lastnosti izjavnih veznikov.
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Osnovne enakosti z mnoZicami

Absorpcija |AU(ANB)=A
AN(AUB)=A

Dokaz drugega dela absorpcije. Vzemimo poljuben element x iz AN (AU B). Od tod sledi x € A
in x € (AU B). Posebej torej x € A, iz Zesar sledi vsebovanost AN (AU B) C A.

Vzemimo poljuben element x iz A. Sledi x € AU B in zato x € AN (AU B). Torej imamo tudi
vsebovanost A C AN (AU B).

Iz obeh vsebovanosti sledi enakost AN (AU B) = A.

Distributivnost |AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(B+C)=(AnB)+(ANC)

).

Dokaz prvega dela distributivnosti. Vzemimo poljuben element x iz AN (B U C). Od tod sledi
x €Ainx € (BUC). Sledi x € B ali x € C. V prvem primeru imamo x € AN B, v drugem pa
x € AN C. Sklepamo, da x € (AN B) U (AN C), iz Cesar sledi vsebovanost
AN(BUC)C(ANB)U(AN Q).

Vzemimo poljuben element x iz (AN B)U (AN C). Sledix € ANBalix € AN C. V prvem
primeru sledi x € Ain x € B, v drugem pa x € Ain x € C. V obeh primerih torej x € A in
x € BU C. Sklepamo, da x € AN (B U C), iz &esar sledi vsebovanost
(ANB)U(ANC)CAN(BUCQ).

Iz obeh vsebovanosti sledi enakost AN (BU C) = (AN B)U (AN C).
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de Morganova zakona

Zakon dvojnega komplementa

Idempotenca

Komutativnost

Asociativnost

Kontrapozicija
0inS

Lastnosti simetri¢ne razlike

(ANB)" = AU B*
(AUB) = A“NB°

(A)° = A
ANA=A
AUA=A

ANB=BnNA
AUB=BUA
A+B=B+A

(AnB)NC=ANn(BNC()
(AUB)UC=AU(BUC)
(A+B)+C=A+(B+ Q)

ACB& B CA®

AND=10
ANS=A
AUupP=A
AUS=S

A+B=(A\B)U(B\A)
A+B=(AUB)U(ANB)
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Potentna mnoZica

Potenéna mnoZica mnoZice A, PA, je mnoZica vseh podmnoZic mnoZice A. S
simboli:
PA={B;BCA}

Opomba. Tako () kot A pripadata poten&ni mnozici PA.

e P{1,2,3} = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
o PO={0}  P{0}={0,{0}}

Trditev

| A\

Ce mnozica A vsebuje natanko n elementov in je n naravno stevilo, potem PA
vsebuje natanko 2" elementov.

Dokaz. Vsak element iz A bodisi je element podmnoZice bodisi ni element podmnoZice. Torej
imamo za vsak element 2 moZnosti. Skupaj imamo tako 2" razli¢nih moZnosti. Vsaka od moZnosti

ustreza neki podmnoZici mnoZice A.

Iz vsebovanosti A C B, sledi vsebovanost PA C PB.
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DruZina mnoZic, unija in presek druZine, pokritje in razbitje mnoZice

Naj bo
A:{A1,A2,A3,...}: {A,’ ; iEI}

druzina mnoZic. Z T oznaimo indeksno mnoZico.

e Unija druzine A je mnoZica
UA=UA ={x:3i(ieTrxeA)}
iez
@ Presek druZine A je mnoZica
A=A ={x:Vi(icT=xcA)}
iez
e DruZina mnozic A = {A;; i € I} je pokritje mnoZice B, &e je
B=JA.
iez
e DruZina mnozic A = {A;; i € I} je razbitje mnozice B, &e je
o A pokritje mnoZice B (B = J;cz A)
o elementi A so neprazni (Vi € Z: A; #0) in
o elementi A so paroma disjunktni (Vi,j € Z,i # j: AiNA; # 0).

Primer. C = {[i, i+ 1]: i € Z} je pokritie za R, D = {[i,i + 1): i € Z} pa je razbitje za R.
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Urejeni pari in kartezi¢ni produkt

Urejeni par s prvo komponento (koordinato) a in drugo komponento
(koordinato) b ozna&imo z (a, b).

Trditev (osnovna lastnost urejenih parov)

(a,b) =(c,d) <= a=cinb=d

Kartezi¢ni produkt mnoZzic A in B je mnoZica vseh urejenih parov. S simboli:
Ax B={(a,b);ac ANbe B}.

Definicijo kartezi¢nega produkta lahko raz3irimo na vet faktorjev.

A x B x C je mnoZica vseh urejenih trojic s prvo koordinato v A, drugo v B in
tretjo koordinato v mnozici C.

(a1,a2,...,an) je urejena n-terica. Ay X Az X -+ X A, je mnoZica vseh urejenih
n-teric s prvo koordinato v Ay, drugo v A, ... in zadnjo v A,.
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Lastnosti kartezi¢nega produkta

e Ax(BUC)=(AxB)U(Ax ()

Dokaz. Naj bo (x, y) poljuben element iz A X (BU C). Torejje x € Ainy € BU C. Sledi
y € Baliy € C. V prvem primeru je (x,y) € A X B, v drugem pa (x,y) € A x C. V obeh
primerih pa je (x,y) € (A X B) U (A x C). Sklepamo na vsebovanost
Ax(BUC)C (Ax B)U(Ax ().

Naj bo (x, y) poljuben element iz (A x B) U (A x C). Torej je (x,y) € AX Bin

(x,y) € Ax C. V prvem primeru je x € Ainy € B, vdrugem pajex € Ainy € C. V
obeh primerih pa je (x,y) € A X (B U C). Sklepamo na vsebovanost

(AxB)U(Ax C)CAx (BUC).

Sledi, da velja A x (BU C) = (A x B) U (A x C).

e (AUB)x C=(Ax C)u(Bx ()
e (ANB)x(CND)=(Ax C)Nn(Bx D)

Dokaz. Velja (AN B) x (CN D) C Ax (CND)C Ax C. Podobno
(ANB)x (CND)C BxD. Sledi (AN B) x (CND) C (Ax C)n (B x D).

Vzemimo poljuben (x,y) € (A x C)N (B x D). Sledi (x,y) € Ax Cin(x,y) € Bx D.
Veljax €A y€e Cinx € B,y € D. Torejjex € ANBiny € CnN D. Sklepamo
(x,y) € (ANB) x (CND)inzato (Ax C)N(B x D) C (AN B) x (CN D).

Obe vsebovanosti implicirata enakost (AN B) x (CN D) =(Ax C)n (B x D).

OAXB=0) <= A=0VvB=10
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Lastnosti kartezi¢nega produkta

e AXBCCxDANAxB#0 = ACCABCD

@ A kon&na z m elementi in B kon¢na z n elementi —>
A x B konéna z m - n elementi.

Ce v tretjo lastnost vstavimo C = D, pridelamo
(ANB)x C=(Ax C)Nn(B x ().
Podobno, ¢e vstavimo A = B.

Toda v splosnem

(AUB) x (CUD) # (Ax C)U (B x D).

Protiprimer. A= C =[0,1], B=D = [1,2]. Velja
(AuB) x (CuD)=10,2] x[0,2],
toda

(Ax C)U(B x D)=1[0,1] x [0,1] U[1,2] x [1,2].
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