Matemati¢no modeliranje UNI, vaje, 15. teden 1

1. Za x = [x,y]" pois¢i splosne resitve sistemov diferencialnih enacb x = Ax za na-
slednje matrike:
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S pomocjo octave-a narisi fazne slike (tire resitev za vec razli¢nih zacetnih pogo-
jev) za vsakega od zgornjih sistemov. Kako lastne vrednosti matrike A vplivajo
na obnasanje resitev?

2. (a) Poisci splosno resitev y(t) diferencialne enacbe
y+y-2y=0.

(b) Poisci posebno resitev y,(t) diferencialne enacbe

jry-2y=e’
in s pomocjo tocke (a) zapisi splosno resitev y(t) te enacbe.

(c) Resi Se zacetni problem
v+y-2y=e¢,p(0)=1,9(0)=2.
3. Poisdci resitev y(t) zaCetnega problema

J+29+5p=5t+7, p(0)=2,9(0) = 0.

4. Poisci splosno resitev y(t) diferencialne enacbe
J+7-2y =217

5. Van der Pol-ov oscilator je dinamicni sistem z nelinearnim duSenjem, ki zadosc¢a
diferencialni enacbi 2. reda

X—pu(l-x*)x+x=0.

(a) Zapisi to diferencialno enacbo 2. reda kot sistem diferencialnih enacb 1.
reda (z uvedbo nove spremenljivke y = x). Narisi fazno sliko tega sistema za
p =1 in nekaj izbranih zacetnih pogojev.

(b) Poisci stacionarne tocke dobljenega sistema 1. reda in poracunaj lastne vre-
dnosti Jacobijeve matrike desne strani v stacionarnih tockah. (Pomagaj si z
octave-om.) Kaj ugotovis?

(c) Pois¢i zacetni pogoj [x(0),x(0)]", za katerega je v(0) = x(0) = 0, ki opisuje

periodi¢no resitev tega sistema diferencialnih enacb, tj. poisci limitni cikel
tega sistema. (Zacni z x(0) = xo > 0 in x(0) = 0, nato pa poisci x;, pri katerem
tir gibanja ponovno seka poltrak x > 0,y = 0. S tem je opisana funkcija
f:(0,00) = (0,00), x¢ > x7. Poiskati moras fiksno tocko te funkcije, tj. resiti
enacbo f(x) =x.)
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6. Obravnavati Zelimo spodnji sistem nelinearnih diferencialnih enacb 1. reda:

X=-y-z,

Y =x+ay,
z=b+z(x-0),

kjer so a,b,c € R. (Ta sistem je znan kot Rdsslerjev atraktor.) Ce ni drugace zapi-
sano, bomo za vrednosti parametrov vzelia=0.2, b = 0.2 ter c = 5.7.

()

(b)

Zarazli¢ne zacetne pogoje pois¢i numeric¢ne resitve tega sistema in jih narisi
z octave-om. Uporabi rk4. Poskusi kvalitativno oceniti obnasanje.

Ce funkcije x, p in z zlozimo v vektor x = [x,7,z]", lahko sistem zapisemo v
strnjeni obliki x = F(x), kjer je F funkcija dolocena z desno stranjo. (Sistemu
diferencialnih enacb, pri katerem funkcija F na desni strani ni odvisna od
t, pravimo avtonomen.) Pois¢i stacionarne tocke tega avtonomnega sistema
diferencialnih enacb. (To so tocke, v katerih velja x = 0.) Lahko si pomagas
z Mathematico.

Ce je x blizu stacionarne tocke x;, potem je F(x) = JF(x()(x — xg). Sistem
diferencialnih enacb x = F(x) lahko torej v blizini stacionarne tocke x, apro-
ksimiramo s sistemom linearnih diferencialnih enacb s konstantnimi koefi-
cienti u = JF(xg)u, kjer je u = x—x(. Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje
matrike JF(x() za prej izracunane stacionarne tocke. Kako te lastne vredno-
sti vplivajo na obnasanje sistema v bliZini stacionarnih tock?

Tokrat bomo parametre postavili na a = 0.1, b = 0.1 in ¢ = 4, 12.8 ali 14.
Recimo, da je na$ zacetni pogoj oblike [0.1,7¢,20]" (zaénemo torej na rav-
nini z enac¢bo x = 0.1). Naj bo [0.1,v;,z;]" to¢ka na ravnini x = 0.1, v kateri
reditev (prvic¢) ponovno seka ravnino x = 0.1. Preslikavi P doloceni s pred-
pisom P([vo,20]") = [v1,21]" pravimo Poincaréjeva preslikava. Poiséi sliko Po-
incaréjeve preslikave tega sistema (presek tira z ravnino x = 0.1).

7. Sistemu linearnih diferencialnih enacb

x=a(y—x),
Y =X — Xz,
z=xy-—bz,

kjer je a =10, b = 8/3 in ¢ = 16, pravimo Pan-Xu-Zhou-jev atraktor. (Podoben je
Lorenz-ovemu atraktorju.)

(a)

(b)

Poisci stacionarne tocke tega avtonomnega sistema in opisi obnasanje resitev
v bliZini teh stacionarnih tock. Pomagaj si z octave-om.

Numeri¢no (z uporabo rk4) poisc¢i nekaj resitev tega sistema. Zacetne po-
goje postavi v blizino stacionarnih tock, na z-os, blizu z-osi. Kdaj se sistem
obnasa kaoti¢no?



