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1. DEFINICIJA LINEARNE PRESLIKAVE

V matematiki se vedno znova in v razlicnih kontekstih srecujemo s poj-
mom preslikave med dvema mnozicama. Spomnimo se, da je preslikava
f: A — B mnozice A v mnozico B takSen predpis, ki vsakemu elementu
a € A enolicno predpiSe vrednost b = f(a) € B.

Mi bomo opazovali preslikave 7: VV — U vektorskih prostorov V in U, ki
spostujejo strukturo vektorskega prostora. To pomeni, da

(1) slikajo vsoto vektorjev v in u v vsoto slik vektorjev 7(v) + 7(u) in
(2) veckratnik vektorja v v veékratnik slike vektorja 7(v).

Linearno preslikavo torej definirajmo na naslednji nacin.

Naj bosta V in U vektorska prostora. Preslikava 7: V' — U je line-
arna preslikava, ce velja

(LP1) 7(v+u) =7(v) + 7(u) za vsaka v,u € V

(LP2) 7(av) = ar(v) za vsak v € V in vsak a € R.

V posebnem, ce v (LP2) vstavimo a = 0, dobimo
7(0)=7(0-v)=0-7(v) =0
za poljuben v € V. Pri tem je prvi 0 nicelni vektor v vektorskem prostoru

V', zadnji 0 pa nicelni vektor v vektorskem prostoru U. S tem smo pokazali
naslednjo lastnost linearne preslikave.

Lema 1. Za vsako linearno preslikavo T velja, da slika nicelni vektor v
nicelnega, torej
7(0) = 0.

Hitro lahko preverimo naslednjo ekvivalentno definicijo linearne presli-
kave.

Izrek 1. Preslikava 7: V — U je linearna natanko tedaj, ko velja
(1) T(aw + pu) = ar(v) + f1(u)
zavsev,u €V tervse a, 5 € R.

Dokaz. Pokazimo najprej, da ce je preslikava 7: V — U linearna, potem

ohranja tudi linearne kombinacije (1). Za linearno preslikavo 7 za vse
1
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v,u € V ter vse o, f € R po lastnosti (LP1) velja 7(av + fu) = 7(aw) + 7(5u).
Nadalje po (LP2) sledi, da je 7(av) 4+ 7(5u) = at(v) + f7(u), iz Cesar sledi (1).

Sedaj moramo pokazati Se nasprotno, da je vsaka preslikava 7 z lastno-
stjo (1) linearna. Izberimo torej preslikavo 7, za katero velja (1) za vse
v,u € V ter vse a, f € R. V posebnem velja ta enakost tudi za o« = g =1,
iz cesar sledi 7(v 4+ u) = 7(v) + 7(u) za vse v,u € V, torej (LP1). Ce v (1)
izberemo 5 = 0, potem iz (1) dobimo 7(av) = ar(v) za vse v € V ter vse
a € R, torej (LP2). S tem smo pokazali, da je vsaka preslikavaz lastnostjo
(1) tudi linearna. O

Ce Zelimo za preslikavo pokazati, da je linearna, je v veéini primerov
hitreje preveriti lastnost (1) kot pa lastnosti (LP1) in (LP2). V nasprotnem,
ce zelimo za preslikavo pokazati, da ni linearna, imamo ve¢ moznosti.
Ovrzti moramo eno od lastnosti, ki veljajo za linearno preslikavo. To po-
meni, da je dovolj ovrzti le eno od lastnosti (LP1), (LP2), (1) ali pa lastnost
iz leme 1. Torej, ce preslikava vektorskih prostorov ne slika nicelnega
vektorja v nicelnega, potem to ni linearna preslikava.

2. PRIMERI LINEARNIH PRESLIKAV

Primer 1. Nicelna preslikava je preslikava

v:V —= U
v — 0,

ki slika vsak vektor vektorskega prostora V v nic¢elni vektor 0 € U. Hitro se
prepricamo, da za vse v,u € V ter vse «, € R velja

viow+ Pu) =0=0+0=a0+ [0 =av(v)+ pr(u),
in zato je po izreku 1 nicelna preslikava linearna preslikava.
Primer 2. Identi¢na preslikava

V. =V
v o,

je preslikava, ki slika vsak vektor vektorskega prostora V nazaj vase. Ker
zavsev,u €V invse o, 5 € R velja

t(av + fu) = av + fu = av(v) + [ u(u),
je po Izreku 1 identi¢na preslikava linearna preslikava.

Primer 3. Dan je vektor @ € R3. Naj bo preslikava A : R? — R3 dana s
predpisom

AT = (T-@)d+ 7 x d— 27,



LINEARNE PRESLIKAVE 3

Ker za vsaka vektorja 7, € R? in poljubni Stevili o, 8 € R velja
AlaZ + By) = ((aZ + BY) - @)@ + (aF + BY) x @ — 2(aZ + BY) =
= (aZd-d+ Py -d)a+af X d+ Py x d—2ar — 20y =
= a(@-d)d+ (By-d)d+aX x d+ Py x d — 2ad — 20y =
= a((Z-a)d+Txd—27)+ P ((y-a)d+yxad—2y) = A(Z) + BA(Y),
je po izreku 1 preslikava A linearna.
Izrek 2. Za poljubno matriko A € R™*" je preslikava
Y R* — R™
T — Az
linearna preslikava.
Dokaz.
Y(aZ + pY) = A(aZ + BY) = aAT + PAY = ap(T) + H(y)
za poljubna vektorja 7,y € R" ter poljubni Stevili «, 5 € R velja in zatorej
po izreku 1 sledi, da je ¢ linearna preslikava. 4

S tem smo pokazali, da je vsaka preslikava, ki vektorje iz R” mnozi z
dano matriko (primerne velikosti) linearna preslikava.

Primer 4. Naj bosta y, ¢: R? — R? preslikavi, podani z predpisoma

T T+y T 3r +2y — 2
Xyl =1 2z in ¢ |yl = |4 — 06y —2z
z z4+1 z x + oy

Katera od preslikav Y, ¢ je linearna?
Najprej opazimo, da za preslikavo y velja

0 0
x |0] = (0],
0 1
in zato po Lemi 1 ni linearna. Predpis preslikave p lahko zapisemo tudi kot
T 3r 42y — 2 3 2 —1| |z
olyl =4 —-6y—22| =14 —6 =2| |y
z x4+ by 1 5 0 z

Spomnimo se, da smo v izreku 2 pokazali, da je vsaka preslikava, ki deluje
kot matricno mnozenje, linearna. Iz tega sledi, da je ¢ linearna.

Poglejmo si Se primer preslikave, Ki ni linearna: Premik (ali translacija)
vektorskega prostora V' za vektor w € V je preslikava, podana s predpisom

T:V — V
v o— v+ w.

Ce w # 0, potem je 7(0) = 0+w = w # 0 in 7 ne ohranja ni¢elnega vektorja.
Zatorej po lemi 1 premik ni linearna preslikava.
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3. MATRIKA LINEARNE PRESLIKAVE V STANDARDNI BAZI

Naj bo 7: R” — R™ linearna preslikava ter S, = {ej,es,.
{e},€,,..., e } standarni bazi prostorov R" in R™,

Denimo, da poznamo slike 7(e;), 7(es),...,7(e,) vektorjev baze S, preko
preslikave 7. Izberimo poljubni vektor v € V in ga zapiSimo kot linearno
kombinacijo

et in S, =

v = [re1 + Paea + ...+ Bren

baznih vektorjev mnozice S,. Ker je 7 linearna preslikava, lahko nato
sliko 7(v) vektorja izracunamo kot

T(v) = 7 (Brer + Baea + ... + Ben) = fi7(er) + fat(e2) + ... + BuT(en).

Tako smo ugotovili, da lahko s pomocjo slik baznih vektorjev izracunamo
sliko poljubnega vektorja v € V.

Ko bazni vektor e; baze S, preslikamo s preslikavo 7, se slika 7(e;) na-
haja v vektorskem prostoru R™. Zato lahko 7(e;) razvijemo po standardni
bazi S,, prostora R™. Torej, za j = 1,...,n, vsako sliko 7(e;) zapiSimo kot
linearno kombinacijo vektorjev mnozice S,, = {¢/, ¢, ... €

Y ml e

. A > o
T(ej) = ayje] + agjey + ... + amje,,.

S tem smo dobili m-n enolicno dolo¢nih koeficientov «;;, i = 1,2,...,m, j =
1,...,n. Najbo A, s, s, = [o;] matrika reda n xm sestavljena iz koeficientov

»Om

v razvoju slik baznih vektorjev S, po bazi §,,.

Tako definirano matriko

Q11 Qg9 A1m

Qo1 (g9 Qom
AT - AT,Sn S —

Op1  Op2 (079770)

imenujemo matrika linearne preslikave 7 iz baze S,, v bazo S,,,.

V njej j-ti stolpec predstavlja koeficiente, s katerimi se slika j-tega vek-
torja baze S, izraza kot linearna kombinacija vektorjev baze S,,.

Primer 5. Kaksna je matrika nicelne preslikave v: R" — R™?

Nicelna preslikava slika vsak vektor e; € V, j = 1,2,...,n standardne
baze R" v nicelni vektor 0 € R™. Da bi zapisali matriko A, ni¢elne preslikave
v v standardnih bazah, moramo slike 7(e;) = 0 € R™ baznih vektorjeve; € B
razviti po bazi C prostora R". Preprosto zapisemo

7(e;)=0=0-€1+0-€e)+...+0-¢

m
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zaj=1,2,...,n. S tem smo dobili koeficiente v razvoju slik baznih vektor-
jev, ki so vsi enaki 0. Zatorej je matrika nicelne preslikave v enaka
00 ... 0
00 ... 0
AV = .
00 ... 0
1
Primer 6. Za vektor d = |2| € R® nagj bo podana preslikava A : R? — R? s
3
predpisom

AZ = (- d)d+ T x d — 27,
kot v primeru 3. Doloc¢imo matriko, ki pripada A v standardni bazi prostora
R3.
V ta namen moramo izrac¢unati, kam se s preslikavo A slikajo vektorji i,
j in k, torej vektorji standardne baze R3. Velja

—1
AN =G @a+ixa—2=|-1|=-1i—1]+5k,

5

—, el e el 5 Ed - —

A(j))=(@-ad)da+jxa—2j=|2| =5i+2j+5k,
5

— d — d 1 — — —

Alk)=(k-d)d+kxd—2k=|7| =1i+75+ Tk,
7

zato je matrika, ki pripada A v standardni bazi prostora R? enaka

-1 5 1
Ap=|—-1 2 7
5 5 7

4. JEDRO IN SLIKA LINEARNE PRESLIKAVE

Naj bo 7: V' — U linearna preslikava vektorskega prostora V' v vektorski
prostor U.

Jedro linearne preslikave 7 je mnozica ker(7) vseh vektorjev v € V,
za katere velja
T(v) =0.

Slika linearne preslikave je mnozica im(7) = {r(v): v € V} C U.
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Izrek 3. Jedro ker 7 linearne preslikave 7: V — U je vektorski podprostor v
V', slika imt pa vektorski podprostor v U.

Izrek 4. Naj bo 7: V — U linearna preslikava in naj bo A matrika, ki pri-
pada preslikavi T. Potem je

(1) dim(im(7)) = rank(A),

(2) dim(ker(7)) 4+ dim(im(7)) = dim(V').



