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Integral neomejene funkcije

> Naj bo f definirana na intervalu (a, b] in neomejena v okolici totke a, tj.
za vsak & > 0 je f neomejena na okolici (a,a+ d). Naj bo f integrabilna
na vsakem intervalu [a + 4, b], kjer je § > 0. Potem definiramo

b b
f(x) dx := lim f(x) dx,
| feoaxi=im [ £
&e obstaja limita na desni strani.

» Naj bo f definirana na intervalu [a, b) in neomejena v okolici totke b, tj.
za vsak > 0 je f neomejena na okolici [a, b — §). Naj bo f integrabilna
na vsakem intervalu [a, b — §], kjer je § > 0. Potem definiramo

b b—6
f dx = i f d
[ = im [T f)

&e obstaja limita na desni strani.

> Naj bo ¢ € (a, b), f pa definirana na intervalu [a, b] \ {c} in neomejena v
okolici totke c, tj. za vsak § > 0 je f neomejena na okolici (¢ — §, c + 9).
Naj bo f integrabilna na vsakem intervalu [a,c — d] in [c + 4, b], kjer je
0 > 0. Potem definiramo

/ab F(x) dx = / F(x) dx + /Cb F(x) d,

&e obstajata limiti na desni strani.



Ce kateri od zgornjih integralov obstaja, potem pravimo, da posplo3eni
integral fab f(x) dx konvergira. Sicer divergira.

Primer.

1 1
1 1
/0 = dx = lim /5  dx = lim [log XI5 = Jim_(log1 — log §).

X §—0t
Posplo%eni integral fl L dx divergira
p gral [ 1 gira.

Primer.

1 1 .

I dx = i I dx = |i I — = lim (-1 —9dlogd + ¢
/o og x dx 5l>no1+/5 og x dx 5LT+[X og x — x| él)r‘{)u( ogd +9)

1
. logd . 3

=-1- lim —7—=-1- lim — = —1,
§—0F 5 §—0t -3z

kjer smo v predzadnji enakosti uporabili L'Hospitalovo pravilo.

Primer.

1 0 1 —6 1
/ 1dX:/ 1dx+/ ldX: lim / ldxqL lim /ldx
1 X 1 X 0o X 51—0t ) 1 X §p—0T 5y X

lim I 4 dim I L
sim llog [x|] 5" + lim  [log [x[];,

= lim (log|é| — log1) + lim (log1 — log |d2]).
61m+(0g| 1| —log )+52gg)+(0g og [d2])

Posplogeni integral fil % dx divergira. ,
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Izrek. Naj bo g zvezna funkcija na [a, b].

> Integral fb £09_ dx obstaja, Ze je s < 1. Ceje s > 1in g(a) # 0,

(x—a)*®
integral ne obstaja.

(b) #0,

integral ne obstaja.

Primer. Ali |ntegral/ X dx obstaja?
Definiramo g(x) = cos x. Ker jes =13, g(0) =10, po izreku integral
obstaja.
1
Primer. Ali integral / 05X ix obstaja?
X

0
Definiramo g(x) = cosx. Ker je s =1, g(0) =1 # 0, po izreku integral
obstaja.

Primer. Ali mtegral/
Definiramo g(x) =

sin x
X

. Ker je s =1 inlimo0+g(0) =1 #0, lahko g zvezno

razsirimo v toc¢ki x = 0, in po izreku integral obstaja.



Integral na neomejenem intervalu

» Naj bo f definirana na intervalu [a,c0) in integrabilna na vsakem
kon&nem podintervalu [a, b]. Potem definiramo

/:0 f(x) dx = tingo/: f(x) dx,

&e obstaja limita na desni strani.

» Naj bo f definirana na intervalu (—oo, b] in integrabilna na vsakem
kon&nem podintervalu [a, b]. Potem definiramo

b
/ f(x) dx = lim / f(x) dx,
o t——00

&e obstaja limita na desni strani.

» Naj bo f definirana na R in integrabilna na vsakem konénem podintervalu
[a, b]. Potem definiramo

/_0; f(x) dX:/—Coo f(x) dX—|—/Coo f(x) dx

kjer je ¢ poljubno realno Stevilo.
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Primer.

) b
/ e “dx = lim / e “dx = lim [—e_x]s = lim (—e_b +1)=1
0 0 b— o0

b—o0 b—o0

oo
Primer. Za katere « obstaja integral / x% dx
1

a+1 b
(e b li 1
/ x% dx = Iim/xadx: bLn;O{a+1}£7 a# -1
! by lim [logx];, a=-1,
b— o0

a+l o

o (m st =1) e,

(Ilm log b — |og1) 1,

oo
(o7 . . . 1
Integral /1 x" dx obstaja za o < —1in je enak — 5.

Primer. Gabrijelov rog dobimo z vrtenjem krivulje y = % na intervalu [1, c0)

okrog osi x. PokaZi, da je volumen roga koncen.

> 1 b 1]° 1
V:Tl'/ — dx =7 lim —dx—ﬂllm [—f] = lim {—7—1—1}:
1 b— oo X b— oo b

2
X b—)ooIX 1



Izrek. Naj bo g zvezna in omejena funkcija na [a, 00). Integral
/ £ 4 a0
. X

g(x)] > m >0 zavsak x > cin je

obstaja, Ze je s > 1. Ce je za nek ¢ < oo,
s <1, integral ne obstaja.

Funkcija Gamma. (x) = / tetdt, D= (0,00)
0
> I(x)=(x—1r(x—-1),
» zan& Nveljal'(n)=(n—1)L

Definicijsko obmogje lahko razsirimo na R — {0, —1,—-2,-3,...}.
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