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Odvodi funkcije dveh spremenljivk
Parcialna odvoda funkcije dveh spremenljivk f(x, y) v totki (a, b)
definiramo kot

. f(xo+ h y0) — fx0, y0)

of
fX(X07_y0) - a(XO,yo) = ’|,|_>0 p

~-

of F(x0,¥0 + h) — F(xo,
y(X07)/0) = @(Xg,}/o) = (XO Yo i)7 (XO }/0)
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Gradient funkcije v (x, y)

Gradient funkcije f(x, y) v totki (xo, y0) je vektor

gradf(xo, y0) = Vf(x0, y0) = (f(x0, ¥0) f,(x0, ¥0))

z= f(z,y) ¥ VX, yu)

rd T }
(0. 1o, flzo,20)) e

T
> ~_®n) = @ (0, 4() riab il
X V=K
Fl@o,0) ihlid 3
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Pomen gradienta

Parcialni odvod po x v totki (xo, yo)

> je relativna sprememba funkcijske vrednosti pri zelo
majhni spremembi spremenljivke x, kjer je neodvisna
spremenljivka y fiksna,

> je smerni koeficient tangente pri xo na krivuljo, ki jo
dobimo, &e graf funkcije prereZemo vzdolZ ravnine y = yy,

> opisuje gibanje funkcijskih vrednosti (naras¢anje ali
padanje) ob majhnem premiku iz totke (xo, yo) v smeri osi x.
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Parcialni odvodi funkcije n spremenljivk

Parcialni odvod funkcije n spremenljivk f(x1, x2,...,x,) po
spremenljivki x; v toZki (a1, az, ..., an) definiramo kot
of

f.(a1,...,an) = 8X,'(al’ ey an)

i f(ai,...,ai+h,...,an) —f(a1,...,8i,...,3n))

= |lim .

h—0 h

Gradient funkcije n spremenljivk f(xi,...,x,) v totki (a1,...,an)

je vektor v R”, ki ima za komponente vse parcialne odvode:

grad f(a1,...,an) = (fy(a1,..-,an), ..., fx,(a1,...,an)).

Za ralunanje parcialnih odvodov lahko uporabljamo pravila za
odvajanje, pri ¢emer eno spremenljivko obravnavamo kot
spremenljivko, ostale pa kot parametre (tj. konstante).
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> f(x,y) =log(x + /x2 + y?)

f(x )_; 1+127X
x\ X, Y X+ /X2 + 2 2 /x2 + y?

1 VX2+yr+x\ 1
X 4+ \/X2—|—y2 VX4 y? /x2 4 y2

1 1 2y y
f(x,y) = = =
(x5 X+ /X2 +y2 (2 \/x2+y2> (x+ X2+ y2)/x2+y?

> g(x,y):arctanZ
X
y)= L Y Xy v
8x(X,y 1+§ 2 X2+ y? X2 x2 4 y?’
(x.y) = 1 1 X 1 x
8y\X, ¥y 1+§ x x2+y? x x2+y2.

> h(x,y,z) = ysin(x + 2z)
h«(x, y,z) = y cos(x+2z), hy(x,y,z) = sin(x+2z), h;(x,y,z) = 2y cos(x+2z).
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Diferenciabilnost funkcije dveh spremenljivk
Funkcija f : R? — R je diferenciabilna v totki (a, b), te je

f(a + h1, b+ h2) = f(a, b) + fx(a, b)h1 + fy(a, b)h2 + O(hl, hz),
kjer je 0 : R? — R funkcija, ki zado¥¢a
hi, h

lim o(h, ha)

2 42 /
hi+h5—0 h% + h%

Pogoj (1) pomeni, da je vrednost funkcije o(h1, h2) za majhne hy, hy
zanemarljiva v primerjavi z razdaljo totke (hi1, h2) od izhodis¢a. Torej je za
majhne hi, hy funkcijska vrednost f(a + hi, b+ h2) priblizno

f(a, b) + f.(a, b)hy + f,(a, b)h,.

=0. (1)

|zrek
Ce parcialna odvoda f,(a, b) in f,(a, b) v neki okolici to¢ke (a, b)
obstajata in sta zvezni funkciji, potem je funkcija f v tocki (a, b)

diferenciabilna.
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Odvajanje funkcije dveh spremenljivk po parametru

Imamo naslednje podatke:

» f(x,y) je parcialno odvedljiva funkcija dveh spremenljivk v vsaki tocki
(x,y) iz mno¥ice D C R?, pri &emer sta parcialna odvoda f,(x, y) in
f,(x,y) zvezni funkciji,

> x(t) in y(t) sta odvedljivi funkciji spremenljivke t, tako da je za vsak t
totka (x(t),y(t)) v D.

Sestavljena funkcija
g(t) = f(x(t), y(1))

je odvedljiva in velja verizno pravilo:

g'(t) = £lx(t), y (£))x'(t) + £,(x(1), ¥ (£))y'(¢)
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Dokaz (Neobvezen, za radovedne). Predpostavke izreka o diferenciabilnosti so
izpolnjene. Po izreku je

fF(x(t + h), y(t+ h)) = F(x(2), y(£))+
+ (x(t 4+ h) = x())f(x(2), y (1)) + (v (t + h) = x(£))f, (x(2), y(£)) + o(h, h),

kjer je limp_yo = Ih\f =0.

Sledi

g'(t) =

o BN () | Fx(e ) y(+ ) — F(x(2).y(2)
h—0 h h—0 h

i XA h) = () E(x(2), ¥ () + (v( + h) = x(8))f, (x(2), y(t)) + o(h, h)
h—0 h

= X (OR((E). ¥(6) + ¥ (1), y(0) + lim X

= £ (x(1), y ()X () + £ (x(£), y(£))y' (2).
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Odvajanje funkcije dveh spremenljivk po parametru

Funkcija g(t) opisuje vrednosti f(x,y) nad parametrizirano krivuljo
x = x(t),y = y(t), njen odvod g’(t) pa spremembo funkcijske
vrednosti f(x, y) ob majhnem premiku vzdolZ parametrizirane
krivulje x = x(t),y = y(t).
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Primer. 1z tocke (%, ?) se malo premaknemo vzdolZ enotske kroZnice

x(t) = cos t, y(t) = sin t. Ali bo vrednost funkcije f(x,y) =3+ x*> — y? ob
tem narasla ali padla?

Funkcijsko vrednost pri gibanju po kroZnici opisuje funkcija g : [0,27] — R,

g(t) = f(cost,sint). Zanima nas g'(to), kjer je (cos to,sin to) = (3, ?) oz.

to = 3. Z veriznim pravilom dobimo
g'(to) = £(x(to), ¥ (t0))x'(to) + £ (x(t0), y (to))y"(to)-
Velja
f(x,y) =2x, f,(x,y) = =2y in xX(t) = —sint, y'(t) = cost.

Torej

N =
ol
w
ol
w
N =

g,(to) = —2X(to) sin tg — 2y(to)COS to=—2-

Ker je g’(to) < 0, bo funkcijska vrednost padala.

=—V3.
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Graf f(x,y) =3+ x* — y?
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Odvajanje funkcije ve¢ spremenljivk po parametrih
Naj velja:

» Funkcija f(xi,...,xn) ima zvezne parcialne odvode po vseh
spremenljivkah.

» Vsaka spremenljivka x; je parcialno odvedljiva funkcija
Xi(tr, ..., tm) =2 x(t), i=1,...,m,

m novih skupnih spremenljivk.

Sestavljena funkcija

gty ...y tm) = F(xa(te, -y tm)y ooy Xn(t1, ooy tm))

je odvedljiva in velja verizno pravilo za odvajanje:

n

gti(z) = Z f;{j(xl(z)’ cee ’Xn(z))(xj)fl(z) .

Jj=1
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Primeri:
» Izratunajmo odvod funkcije f(x) = x* z uporabo veriznega pravila.

Definirajmo funkcijo g(x,y) = x”. Naj bo x(t) = y(t) =tzat € R.
Zanima nas odvod f'(t) funkcije f(t) = g(x(t),y(t)) = t*. Velja

ex(xy) =y f(xy) =logx-x" in X(t) =y'(t) = L.
Po veriZznem pravilu sledi
F(t) = ge(x(), y(£))x () +8y (x(t), y(£))y'(t) = tt' " +Hlog t-t* = t*(1+log t).
» Izraunajmo, direktno in s pomoé&jo veriznega pravila, odvod sestavljene

funkcije g(t) = f(x(t), y(t)), kjer je f(x,y) = x> +y> in
> x(t) =sint, y(t) = cost,

Direktno:
g(t) =sin’(t) +cos’ t = g'(t) =2sintcost — 3cos’ tsint.
Z veriznim pravilom
£/(£) = A(x(D), (D)X (8) + <8,y (D) (1)
= 2x(t)x'(t) + 3y(t)’y'(t) = 2sintcost — 3cos t sin t.
> x(t) =t,y(t) =0,
g = = g()=2t,  g(t) = 210 (D +3y(0)y/ (1) = 2t.
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Smerni odvod funkcije dveh spremenljivk

Funkcija f = f(x, y) naj ima zvezne parcialne odvode na obmotju D C R?, naj
bo (x0,¥0) € D in naj bo

x(t)=x+te, y(t)=yo+te tcR
enatba premice skozi totko (xo, yo) s smernim vektorjem €.

Odvod sestavljene funkcije

g(t) = f(x(2), (1)) = f(x0 + ter, yo + teo)

v to¢ki t = 0 je enak

g'(0) = fi(x0, yo)e1r + £, (x0, yo)e2 = grad f(xo, y0) - € =: fz(x0, y0) |,

imenujemo ga smerni odvod funkcije f v smeri vektorja € v
tocki (Xo,yo).

Smerni odvod fz(xo, yp) meri spremembo funkcijske vrednosti
ob majhnem premiku iz totke (xp, yo) v smeri vektorja € = (e1, &).
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Smerni odvod funkcije dveh spremenljivk

Smerni odvod:

» v smeri vektorja €= (1,0), je enak parcialnemu odvodu
fé’ = er

» v smeri vektorja €= (0,1), je enak parcialnemu odvodu
fg =f,.

Smerni odvod

> je relativna sprememba funkcijske vrednosti ob majhnem
premiku iz to¢ke v smeri vektorja €,

> smerni koeficient tangente na krivuljo

g(t) == f(xo + ert, yo + ext)

v to¢ki t = 0, &e po krivulji potujemo s hitrostjo velikosti
vektorja (e1, €2).
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Smerni odvod funkcjie dveh spremenljivk
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Pomen odvodov za funkcijo dveh spremenljivk

Za funkcijo dveh spremenljivk f = f(x, y) velja:
> &e je f(x0,)0) > 0, f ob majhnem premiku iz totke (xo, yo) v
smeri osi x, naras¢a, in &e je fi(xo,¥0) < 0, pada,

> e je f,(x0,¥0) > 0, f ob majhnem premiku iz totke (xo, yo) v
smeri osi y, nara¥¢a, in &e je f,(xo0,y0) < 0, pada,
» za poljuben enotski vektor €: &e je fz(xo, o) > 0, potem f ob
majhnem pomiku v smeri vektorja €, narag€a, in &e je
fe(x0, y0) < 0, pada.
Ali funkcija
flx,y)=x"+2xy —y°

v toki (2, —1) v smeri vektorja (1, —1) nara¢a ali pada?

fil,fl)(zv _1) = &(23 _1) 1+ f;/(z - 1) ! (_1)
=(2x+2y)(2,-1) — (2x — 2y)(2,—-1) = —4.

Torej funkcija pada.
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Pomen odvodov za funkcijo dveh spremenljivk

V kateri smeri se moramo premakniti iz totke (xo, yo), da bo
funkcijska vrednost f(x, y) najhitreje narasla?

Smerni odvod v smeri vektorja €, kjer je |€] =1, je

fe(x0, yo) = grad f(xo, yo) - € = |grad f(xo, yo0)| cos ¢

i

kjer je ¢ kot med gradf(xp, yo) in €.

Smerni odvod ima najvegjo vrednost, e je p = 0, torej &e € kaZe v
smeri vektorja grad f(xo, yo). Vektor grad f(xp, yo) torej kaZe:

> v smeri najhitrejSega narastanja funkcijske vrednosti (tj.
najvecje strmine grafa),

> v smeri pravokotno na nivojske krivulje.
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Primer. Za funkcijo f(x,y) = x> —2x+y
> zapisimo gradient v totki (0, 0),

> poidtimo nivojsko krivuljo, ki gre skozi totko (0, 0),

» zapiSimo enacbo tangente in normale na nivojsko krivuljo v tej tocki.

Resitve:
» grad (0,0) = (2x — 2,1)(0,0) = (-2, 1).
> f(0,0) =0:

Nro = {(x,y): X’ =2x+y =0} = {(x,y): y = =x" + 2x}.
» Tangenta na parabolo y = —x? + 2x v (0,0):
y =y'(0)x = 2x.

» Normala na parabolo y = —x? 4 2x v (0,0):

1 1
E7I() R

X.
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Primer. Trije enako mo¢ni oddajniki so v totkah (—1,1), (0,1) in (2,0).
Jakost signala, ki ga oddaja posamezen oddajnik, pada z oddaljenostjo r tako
kot funkcija e™" , prispevki vseh treh oddajnikov pa se seltevajo. Jakost signala
v tocki (x,y) je torej:

r

Flx,y) = e CHPHO1) | =021 | o=(=2 )

(a) Iz totke (0,0) se malo pomaknemo v smeri osi x. Ali bo jakost signala
padla ali narasla?
(b) V kateri smeri bo jakost narastala najhitreje?

Resitve:
fi1.0)(0,0) = £(0,0) = ( (A1) (o) (x4 1)+
e—(x2+(y—1)2)(_2x) 4 e ((=2%4y) (—2(x — 2))) (0,0)
= 2e?t4et=2e(-"+2)<0.

Torej bo jakost signala padala v to¢ki (0,0) v smeri osi x padala.
Najhitreje bo jakost narad¢ala v smeri gradienta grad £(0,0).

fon(0,0) = £(0,0) = (e O (o) — 1)+
e O o)y 1) 4 T (22)) (0,0)
—2e 242t = 2e_2(1 +e).
Torej je grad £(0,0) = (2e *(—e? + 2).2e 2(1 + e)). 21/21
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