Matemati¢no modeliranje UNI, vaje, 14. teden 1

1. S topom, ki je postavljen v koordinatno izhodis¢e (0,0,0), Zelimo zadeti tarco,
ki lezi na xy-ravnini (recimo v tocki T(400m, 300m)). Hitrost krogle v trenutku
izstrelitve je vy = 300m/s, top pa lahko poljubno vrtimo okrog z-osi in spre-
minjamo naklon cevi. Krogla seveda ¢uti zra¢ni upor ¢ = 0.004 (kvadratni za-
kon upora), poleg tega pa nam nagaja tudi veter, ki piha s konstantno hitrostjo
w =[5,-2,0]"m/s.

Kam moramo usmeriti top in kako nastaviti naklon, da bomo zadeli tarco?

(a) Zapisi vse sile, ki delujejo na izstrelek (kroglo) z maso m, poloZajem x in
hitrostjo v = x. Nato se z uporabo 2. Newtonovega zakona prepricaj, da je
enacba gibanja izstrelka

X =g+c(w—x)||lw—x]|.

(b) Prevedi zgornji sistem treh DE 2. reda v sistem Sestih DE 1. reda.

(c) Zapisimo zacetno hitrost izstrelka kot

cos ¢ cos O
Vo =vg|sin¢cosH |,
sin O

kjer kota ¢ in O dolocata zacetno smer. Izstrelek zadane xy-ravnino v tocki
[x,y,O]T. Imamo torej funkcijo dveh spremenljivk F, ki smeri doloceni s
kotoma ¢ in O priredi to¢ko na ravnini [x,y]" = F([¢,0]"). Napisi funkcijo
T = izstrelek([phi; theta]) v octave-u, ki vrne mesto zadetka T = [x;
y] pri zacetni smeri doloceni s [phi; theta]. (Zgornji sistem DE reSujemo
numeri¢no z Runge-Kutta metodo, dokler izstrelek ne zadane xy-ravnine.)

(d) Poidci resitev [¢p,0]" enacbe F([¢h,0]") = r s spodaj opisano sekantno (oz.
diskretizirano Newtonovo ali Broydenovo) metodo. Napisi octave funkcijo
x = secant([x0, ..., xn], F, tol, maxit).

ReSevanje sistemov nelinearnih enacb, 2. del

Resitev sistema F(x) = 0, kjer je F: R” — R" zvezno odvedljiva preslikava, Ze
znamo poiskati z Newtonovo metodo. Poleg zatetnega priblizka x(9) in funkcije
F metoda potrebuje tudi Jacobijevo matriko JF funkcije F. Kaj narediti, ¢e Jacobi-
jeve matrike nimamo? (Recimo, da je Jacobijevo matriko tezko izracunati, ali je ne
znamo, ali pa je izrac¢un JF prevec ¢asovno potraten.) Opisali bomo tri moZnosti,
izvedli pa eno (mogoce dve) od teh moznosti.

* Diskretizirana Newtonova metoda parcialne odvode dF;/dx; nadomesti s
kon¢nimi diferencami oblike

JF;

an

FZ'(X+ he]) —FZ'(X)
h )

(x) =

kjer je h primerno (majhno) Stevilo (obi¢ajno h > +fe). 1z tega sestavimo
priblizek za Jacobijevo matriko na vsakem koraku iteracije. Preostanek me-
tode se ujema z obicajno Newtonovo iteracijo. Slabost: Na vsakem koraku
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moramo izracunati n + 1 funkcijskih vrednosti (funkcije F). Prednost: Red
konvergence je prakti¢no enak kot pri obicajni Newtonovi metodi, tj. 2, in
ni odvisen od n (dimenzije prostora R").

» VecrazseZna sekantna metoda je posploSitev sekantne metode za zvezno funk-

cijo f ene spremenljivke x in enac¢bo f(x) = 0. Pri (enorazsezni) sekanti me-
todi za¢nemo z zacetnima priblizkoma x(%) in x(1), pois¢emo enac¢bo premice
v = ax + b, ki gre skozi tocki (x(9, f(x(?)) in (x(1), f(x1))), in resimo enacbo
ax +b = 0, dobimo resitev x'?). Nato zavrzemo x(*) in uporabimo x(!) in x(?)
za nova priblizka pri naslednjem koraku iteracije. ..
Pri vecrazsezni sekantni metodi bomo preslikavo F aproksimirali z afino
preslikavo x — Ax + b (to je direktna posploSitev x — ax + b). Za to bomo
potrebovali 7 + 1 zacetnih priblizkov x(?,x(1),...,x(", Resitev x("*1) enacbe
Ax +b = 0 nato dodamo med priblizke za resitev in zavrzemo x!?). Pona-
vljamo...

Opis$imo natanc¢neje, kako bomo izvedli en korak te itracije. Na prvi pogled
se zdi, da bomo morali na vsakem koraku resiti linearen sistem oblike

Ax'? +b = F(x(?),
AxV +b =F(xV),

Ax" +b = F(x"),

kjer so neznanke A = [a;;] in b = [b;]". (To je sistem n? + n enacb z n? +n
neznankami!) Ko dobimo A in b, re§imo $e Ax = —b in dobimo x"*!). (Ta
sistem je precej manjsi; ima n enacb in n neznank.) Izkaze se, da lahko do
x("*1) pridemo skoraj direktno, ¢e resimo ustrezen sistem n+ 1 enacb. Tako:
Naj bo X = [x(?,...,x("] matrika zaCetnih priblizkov (to je nx(n+1) matrika).
Nov priblizek x"*!) dobimo tako, da najprej resimo sistem Zz = ey, kjer je

F(x®) B(x(V) .. p(xmy|r € = 1001,

in postavimo x("*1) = Xz.

Prednost sekantne metode: Na vsakem koraku (razen pri prvem) moramo
izrac¢unati le eno funkcijsko vrednost. Slabost: Red konvergence je odvisen
od n, enak je pozitivni resitvi enacbe t"*! —t" -1 =0. (Zan=1jet = 1.618,
zan=2jet=1.466,prin=3jet=1.380,...)

* Broydenova metoda je podobna (diskretizirani) Newtonovi metodi. Name-
stoizracuna (pribliZzka) Jacobijeve matrike na vsakem koraku le malo popra-
vimo (priblizek) Jacobijeve matrike funkcije F. Naj bo J, = JF(x(?)) (pribli-
7ek) za Jacobijevo matriko F v x(%). Naj bo J; priblizek za Jacobijevo matriko
F na k-tem koraku, x*) pa pribliZek iteracije na k-tem koraku. Nov priblizek
iteracije je potem

x(K+1) — x (k) —]k_lF(x(k)).
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Zahtevamo, da nov pribliZzek Jacobijeve matrike, Ji, 1, zadosca sekantni enacbi
Jear (<D —x0) = B +D) B (M),

Matrik Ji,1, ki zadoS¢ajo zgornji enacbi, je precej. Pri Broydenovi metodi za

Jk+1 VZamemo

1

Jes1 =Tk +
SN FHTE

(F(X(k+1)) - F(x") —]kdk)dT,

kjer je dy = x(k+1) _x (k). (Prepricaj se, da ta Ji,q res zadosca sekantni enacbi!)
Velika prednost Broydenove metode v primerjavi z diskretizirano Newto-
novo je ta, da potrebuje le en izra¢un funkcijske vrednosti na vsakem ko-
raku. Slabost: Za konvergenco potrebujemo ve¢ korakov, saj na vsakem
koraku le pribliZno popravimo Jacobijevo matriko (oz. priblizek le-te). To
niti ni huda slabost; koraki Broydenove metode se obic¢ajno precej hitreje
izvedejo, saj nam ni treba izrac¢unati n + 1 funkcijskih vrednosti na vsakem
koraku. To pa seveda pomeni, da do resitve pridemo hitreje.



